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KATA PENGANTAR

Assalamu’alaikum Wr. Wb.
Alhamdulillah, segala puji dan syukur saya panjatkan 

ke hadirat Allah SWT, karena rahmat dan karunia-Nya kami 
dapat menyelesaikan buku Teori Matematika Dasar ini. 
Bookchapter ini merupakan buku kolaborasi yang dituliskan 
oleh beberapa dosen yang bergabung dalam Asosiasi Dosen 
Kolaborasi Lintas Perguruan Tinggi.

Adapun bookchapter ini tidak akan selesai tanpa 
bantuan, diskusi dan dorongan serta motivasi dari beberapa 
pihak, walaupun tidak dapat disebutkan satu persatu, penulis 
mengucapkan terima kasih yang sebanyak-banyaknya. 

Ahirnya, penulis menyadari bahwa buku ini masih 
jauh dari kesempurnaan. Dengan demikian, penulis 
mengharapkan kritik dan saran demi perbaikan serta 
perkembangan lebih lanjut pada bookchapter ini. 

Wassalamu’alaikumsalam, Wr.Wb.

Tim Penulis
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BAB I
SISTEM BILANGAN REAL

Nasruddin, S.Pd., M.Si.
Universitas Sembilanbelas November Kolaka

A.	 Pengertian Bilangan Real
Bilangan real berasal dari bahasa Inggris yaitu “real” 

biasa juga disebut dengan bilangan riil yang merupakan 
sistem bilangan yang dapat dituliskan dalam bentuk 
desimal. Bilangan desimal adalah bilangan dengan basis 10, 
yang terdiri dari angka 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, dan 9. Setiap 
bilangan real dapat dikenali sebagai titik pada garis dengan 
satuan panjang atau garis bilangan. Misalnya, bilangan pada 
penggaris adalah bilangan real karena dapat dikenali sebagai 
garis lanjutan pada penggaris. Bilangan real juga disebut 
dengan bilangan riil yang dinotasikan dengan simbol R. Selain 
itu, bilangan real dapat juga diartikan sebagai gabungan dari 
bilangan rasional dan bilangan irasional. 

Bilangan real atau bilangan asli dalam matematika 
adalah bilangan yang dapat disusun menjadi bentuk 
desimal, misalnya 2.4871773339 ... atau3.25678. Bilangan 
real meliputi bilangan rasional, misalnya 33 dan -23/129, 
dan bilangan irasional, seperti π. Bilangan real juga dapat 
di representasikan sebagai titik pada garis digital. Standar 
modern matematika murni saat ini tidak cukup ketat untuk 
deskripsi bilangan real ini. 
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Salah satu kemajuan matematika yang terpenting pada 
abad ke-19 adalah penemuan definisi yang cukup ketat dari 
bilangan real dan kesadaran bahwa diperlukan definisi yang 
lebih tinggi. Definisi aksiomatik standar saat ini menyatakan 
bahwa bilangan real membentuk bidang Archimedes unik, 
yang sepenuhnya teratur (R; +;.;<).

Berikut ini kami berikan contoh bilangan real yakni 
sebagai berikut.
1.	 -3,123 dibaca minus tiga koma satu dua tiga
2.	 -34,13dibaca minus tiga puluh empat koma satu tiga
3.	 -1 dibaca minus satu
4.	 0
5.	 1
6.	 23
7.	 12,6 dibaca dua belas koma enam
8.	 ½=0,5 dibaca nol koma lima
9.	 √2 =  1,4142 ... dibaca satu koma empat satu empat 

dua dan seterusnya
10.	 𝑒=2,718281... disebut konstanta euler
11.	 π = 3,141592 ... disebut konstanta phi
12.	 76%=0.76
13.	 sin 60º =  0,866 

Terlihat semua angka tersebut dibentuk dari angka 
berbasis 10 (desimal).
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B.	 Sistem Bilangan Real
Sistem bilangan real adalah himpunan bilangan real 

yang disertai dengan operasi penjumlahan dan perkalian 
sehingga memenuhi aksioma tertentu, ini merupakan 
semesta pembicaraan dalam kalkulus. Sedangkan himpunan 
bilangan real adalah gabungan dari himpunan bilangan 
rasional dan himpunan bilangan irasional. Berikut adalah 
diagram Venn dari himpunan bilangan real:

Gambar 1 Himpunan Bilangan Real

Keterangan:
ℝ	 : bilangan real
ℚ	 : bilangan rasional
ℚ’	 : bilangan irasional
ℤ	 : bilangan bulat
ℕ	 : bilangan asli

Berdasarkan definisi, himpunan bilangan real terdiri 
dari dua himpunan besar, yaitu:
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1.	 Himpunan bilangan rasional: himpunan bilangan hasil 
bagi bilangan bulat (pecahan).
Contoh: 3 16 7, ,

4 2 13
−

2.	 Himpunan bilangan irasional: himpunan bilangan yang 
tidak dapat dibentuk pecahan.
Contoh: √2 , log 3, π
Ciri lain dari himpunan bilangan irasional adalah bentuk 

desimal tak hingga, tetapi bukan desimal tak hingga yang 
berulang, karena desimal tak hingga berulang dapat diubah 
kedalam pecahan.
Contoh:
1.	 0,33333333...= 

1
3

 

2.	 0,77777777...= 7
9

 

C.	 Operasi Bilangan Real
Dalam Operasi bilangan, ada beberapa aturan penting 

yang harus kita pahami, misalkan hukum komutatif, hukum 
asosiatif, hukum distributif dan hukum invers. Berikut ini kami 
berikan penjelasan aturan mendasar pada operasi bilangan real.
1.	 Operasi mendasar pada operasi bilangan

a.	 Hukum komutatif: x + y = y + x dan xy = yx.
b.	 Hukum asosiatif: x + (y + x) = (x + y)+ z dan x (yz) = (xy)z 
c.	 Hukum distribusi: x (y + z) = xy + xz 
d.	 Elemen-elemen identitas:

Terhadap penjumlahan: 0 sebab x + 0 = x
Terhadap perkalian: 1 sebab x.1 = x
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e.	 Invers (balikan):
Setiap bilangan real x mempunyai invers sditif 
(biasanya disebut juga negatif) yang memenuhi 
x + (-x) = 0 dan setiap bilangan real x yang tidak 
nol mempunyai invers multiplikatif (disebut juga 
balikan) yaitu x - 1 yang memenuhi x.

2.	 Penjumlahan
a.	 Komutatif : a + b = b + a

Contoh :
1)	 5p + 6q = 6q + 5p
2)	 7 + 4 = 4 + 7 = 11

b.	 Asosiatif : a + b + c = a + (b + c) = (a + b) + c
Contoh : 
1)	 4x + 6y + 4z = 4x + (6y + 4z) = (4x + 6y) + 4z
2)	 4 + 5 + 1 = 4 + (5 + 1) = (4 + 5) + 1 =10

3.	 Pengurangan
Sifat-sifat pengurangan dan perluasannya dalam praktek 
perhitungannya diperoleh aturan sebagai berikut :
a.	 a - b - c = a - (b + c)
b.	 a - b + c = a - (b - c)
c.	 -a - b - c = -(a + b + c)
Contoh :
Sederhanakan	 :
7(3a - 4b + c) - 5 (5b + 3c) + 5a
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Penyelesaian	 :
7 (3a - 4b + c) - 5 (5b + 3c) + 5a
= (21a - 28b + 7c) - (25b + 15c) = 5a
= 21a - 28b + 7c - 25b - 15c + 5a
= 21a + 5a - 28b - 25b + 7c - 15c
= 26a - 53b + 8c

4.	 Perkalian
a.	 Komutatif : a x b = b x a

Contoh :
1)	 4a x 5b = 5b x 4a = 20ab
2)	 5 x 6 = 6 x 5 = 30

b.	 Assosiatif: (a x b) x c = a x (b x c)
Contoh :
1)	 (3q x 4t) xp = 3qx (4txp)
2)	 (2 x 3) x 5 = 2x (3 x 5)=30 

c.	 Distributif : a x (b+c)=ab+ac
Contoh :
1)	 3p x (3t + 5q)=9pt + 15pq
2)	 2 x (5 + 6) = 10 + 12 = 22
Beberapa perkalian penting :
(a - b) (a + b) =a2 - b2

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a - b)2 = a2- 2ab + b2

5.	 Pembagian
Sifat-sifat pembagian:
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a.	 a x (b:c)=(a x b) atau 𝑎𝑎 𝑥𝑥 𝑏𝑏 =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑐𝑐
 

b.	
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

=
𝑎𝑎
𝑝𝑝

 𝑥𝑥
𝑏𝑏
𝑞𝑞

 

c.	
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐

=
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑏𝑏
 

d.	
𝑎𝑎
𝑏𝑏

=
𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑝𝑝𝑝𝑝

 

e.	 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑝𝑝

=
𝑎𝑎
𝑝𝑝

+
𝑏𝑏
𝑝𝑝

 

D.	 Sifat-sifat Bilangan Real
1.	 Sifat-sifat Medan

Jika x, y, z adalah anggota bilangan real, maka berlaku 
sifat-sifat medan sebagai berikut:
a.	 Sifat komutatif penjumlahan

x + y = y + x
b.	 Sifat asosiatif penjumlahan

(x + y) + z =x + (y + z)
c.	 Sifat distributif kiri

x (y + z) = xy + xz
d.	 Sifat distributif kanan	

(x + y) z =xz + yz
e.	 Elemen identitas penjumlahan

Ada 0 anggota himpunan bilangan real, sehingga x + 0 = x
f.	 Sifat invers penjumlahan

Untuk setiap x ϵ R, ada (-x) sedemikian sehingga x 
+ (-x) = 0 = (-x) + x 
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g.	 Sifat komutatif perkalian
xy = yx

h.	 Sifat asosiatif perkalian
(xy) z = x (yz)

i.	 Elemen identitas perkalian
Ada 1 anggota himpunan bilangan real, sehingga 

x.1 = x
j.	 Sifat invers perkalian

Untuk setiap x ϵ R -{0}, ada �
1
𝑥𝑥

� , sedemikian sehingga 
𝑥𝑥 �

1
𝑥𝑥

�  =  1 

2.	 Sifat-sifat Urutan
a.	 Trikotomi

Jika x dan y adalah bilangan real, maka pasti berlaku 
salah satu x < y atau x = y atau x > y.

b.	 Transitif
x < y dan y < z maka x < z
x > y dan y > z maka x > z
x = y dan y = z maka x = z

c.	 Penjumlahan
x < y ↔ x + z < y + z
x > y ↔ x + z > y + z
x = y ↔ x + z = y + z

d.	 Perkalian
Jika z bilangan positif:
x < y ↔ xz < yz
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x > y ↔ xz > yz
x = y ↔ xz = yz
Jika z bilangan negatif:
x < y ↔ xz < yz
x > y ↔ xz > yz
x = y ↔ xz = yz

E.	 Macam-Macam Bilangan Real
Matematika tidak bisa lepas dari istilah bilangan. 

Ada banyak bilangan yang dapat digunakan dalam 
mengoperasikan matematika atau dalam melakukan 
perhitungan matematika. Dalam sistem bilangan pada ilmu 
Matematika, bilangan real terdiri dari 2 sistem bilangan yaitu 
bilangan Rasional dan bilangan Irasional.
1.	 Bilangan Rasional

Bilangan rasional adalah bilangan yang dapat diubah 
menjadi pecahan biasa (a/b) dengan syarat b≠0 dan 
apabila bilangan ini diubah ke pecahan desimal, maka 
angkanya akan berhenti di suatu bilangan tertentu. 
Apabila tidak berhenti, maka akan membentuk pola 
pengulangan. Bilangan rasional juga memiliki batasan 
yaitu terdapat pada selang (-∞,∞).
Contoh:
a.	 1

2
= 0,5 

b.	 1
3

= 0,3333 … 
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Bilangan-bilangan rasional seperti 4
5

,
1
7

,
3
8

,
6
7

,
5

11
, … ,

𝑎𝑎
𝑏𝑏

, … 
4
5

,
1
7

,
3
8

,
6
7

,
5

11
, … ,

𝑎𝑎
𝑏𝑏

, …  disebut bilangan-bilangan rasional pecahan biasa 
atau sering disebut sebagai pecahan biasa.

Bilangan-bilangan rasional seperti 2
1
2

,
476

3
,
75
6

, 23
1
8

, … , 𝐶𝐶
𝑎𝑎
𝑏𝑏

  
2

1
2

,
476

3
,
75
6

, 23
1
8

, … , 𝐶𝐶
𝑎𝑎
𝑏𝑏

  disebut bilangan-bilangan rasional pecahan 
sempurna atau sering juga disebut pecahan campuran

2.	 Bilangan Irasional
Berbeda dengan bilangan rasional, bilangan irasional 
adalah bilangan yang tidak dapat diubah ke pecahan 
biasa dan apabila bilangan ini diubah ke pecahan 
desimal, maka angkanya tidak akan berhenti dan tidak 
memiliki pola tertentu.
Conto:
a.	 π = 3,141592653589...
b.	 √7 = 2,64575131106 … 
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BAB II 
PERSAMAAN LINEAR

Junaedi, S.Pd., M.Pd
IAI Darud Da’wah Wal-Irsyad Polewali Mandar

A.	 Pengertian Persamaan
Persamaan adalah kalimat matematika terbuka yang 

menyatakan hubungan tanda“=” (Susila.N, 2001)
Menurut (Sukirman, 2017) Dasar suatu persamaan adalah 

sebuah pernyataan matematika yang terdiri dari dua ungkapan 
pada ruas kanan dan ruas kiri yang dipisahkan oleh tanda “=” 
(dibaca sama dengan). Hal yang tak diketahui dalam sebuah 
persamaan disebut variabel. Sedangkan persamaan yang 
memuat variabel berpangkat satu disebut persamaan linear.
•	 Bentuk umum 

Ax + b = c
dengan a,b, dan c adalah konstanta α ≠0 , atau 

Ax = b
Contoh 2.1
1.	 x = 6
2.	 2x + 4= 12
3.	 4x + 1 = 2x + 17

Sebuah penyelesaian dari dari suatu persamaan berupa 
bilangan yang jika disubstitusikan pada variabel yang 
menghasilkan sebuah pernyataan yang benar. (Sukirman, 
2017)
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Definisi 
Sebuah penyelesaian untuk suatu persamaan adalah 
sembarang bilangan yang membuat persamaan itu benar 
jika bilangan itu kita substitusikan pada variabel.

Contoh 2.2
1.	 6x = 42, persamaan ini mempunyai penyelesaiaan bilangan 

7, sebab 6(7) = 42 adalah benar . Bilangan -9 bukan sebuah 
penyelesaian dari 6x = 42, sebab 6(-9) = 42 adalah salah .

2.	 4z + 7 = 3z + 10 jika kita selesaikan persamaan ini 
mempunyai penyelesaian 3 sebab 4 (3) + 7 = 3 (3) + 10

B.	 Penjumlahan dan Perkalian 
Dalam menyelesaikan bermacam-macam persamaan 

terdapat dua prinsip. (Sukirman, 2017)
1.	 Prinsip penjumlahan 

Untuk sebarang bilangan real a,b, dan c jika a = b maka 
a + c = b + c
a – c = b – c

2.	 Prinsip perkalian 
Untuk sebarang bilangan real a,b, dan c , jika a = b maka 
a x c = b x c
𝑎𝑎
𝑏𝑏

=
 𝑏𝑏
𝑐𝑐

 , benar, dengan c ≠ 0

Contoh 2.3
Selesaikanlah 4x + 13 = 29
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Penyelesaian 
4x + 13	= 29
4x + 13 + (-13)= 29 + (-13) menggunakan prinsip 

penjumlahan (kedua ruas 
kita tambahkan dengan -13)

4x	 = 16

�
1
4

� 4x = �
1
4

� 16 menggunakan prinsip 
perkalian, kedua ruas kita 
kalikan dengan 1

4
 

x	 = 4
Contoh 2.4

Selesaikan 3 (y-1)-1 = 2-5 (y + 5)
Penyelesaian

3 (y-1) – 1= 2 -5 (y +5)
3y – 3 – 1= 2 5y – 25	 (distribusi)

3y – 4= -5y – 23
3y – 4 + 4= -5y-23 + 4	 kedua ruas kita tambah +4

3y= -5y – 19
3y + 5y= -19 + 5y (-5y)	 kedua ruas kita tambah 5y

8y= -19
1
8

  8y= 1
8

  19

y=
−19

8
 

C.	 Persamaan Ekuivalen
Persamaan yang mempunyai himpunan penyelesaian 

yang sama kita sebut persamaan ekuivalen (Sukirman, 2017)
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Contoh 2.5
x		  = 2
2x		  = 4
2x + 4	 = 8
Ketiga persamaan diatas ekuivalen karena himpunan 

penyelesaiannya sama, yaitu { x|x=2}

D.	 Persamaan Pecahan
Menurut (Sukirman, 2017) Persamaan yang memuat 

ungkapan pecahan kita namakan persamaan pecahan. Dalam 
menyelesaikan suatu persamaan pecahan menggunakan 
perkalian dengan variabel.
Contoh 2.6

𝑀𝑀 − 2
5

+
M
3

=
1
5

 

          15 �𝑀𝑀−2
5

+ M
3

� = 15 �1
5
� , kedua ruas kita kalikan dengan 15        

15 �𝑀𝑀−2
5

� + 15 �M
3

� = 3  distribusi perkalian terhadap penjumlahan      

          3𝑀𝑀 − 6 + 5𝑀𝑀 = 3     
                      8𝑀𝑀 − 6 = 3     
              8𝑀𝑀 − 6 + 6 = 3 + 6 kedua ruas kita tambah dengan 6             
                              8𝑀𝑀 = 9     

                       �1
8
� 8𝑀𝑀 = �1

8
� 9kedua ruas kita kalikan dengan  �1

8
�     

                                𝑀𝑀 =
9
8

   

Contoh 2.7.
  Selesaikan 𝑥𝑥+4 

𝑥𝑥+5
= −1

𝑥𝑥+5
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Penyelesaian : 

(𝑥𝑥 + 5) = �
𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥 + 5

� = (𝑥𝑥 + 5) �
−1

𝑥𝑥 + 5
� kedua ruas kita  

kalikan dengan  
(𝑥𝑥 + 5) 

x +  4 =  −1 
x +  4 + (−4) =  −1 +  (−4)  kedua ruas kita   

tambah dengan − 4 

x = −5  

E.	 Harga Mutlak
Menurut (Sukirman, 2017) Harga mutlak dari sebuah 

bilangan selalu bernilai positif atau nol. Harga mutlak dari 
sebuah bilangan real x, kita tulis |x|, untuk 

  |𝑥𝑥| = �
𝑥𝑥, 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑥𝑥 ≥ 0 

−𝑥𝑥, 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑥𝑥 < 0 

Contoh 2.8.
1.	 |34| = 34
2.	 |-15| = - (-15) = 15
3.	 |0| = 0
Contoh 2.9

selesaikan |x-2| = 3
penyelesaian:

|x-2| = 3
x – 2 = 3 atau x – 2 = -3
Masing masing persamaan merupakan bagian dari 
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penyelesaian:
x – 2 =3		  atau	 x – 2 =3
x – 2+3 =3+2	 atau	 x – 2 + = -3 + 2
X = 5 ...(I)		  atau 	 X = -1 ...(II)
Persamaan I dan II semua memenuhi. Jadi, himpunan 
penyeIesaiannya {-1,5}

Contoh 2.10
Selesaikan |5x-7|=7x-5

Penyelesaian:
5x-7	 =7x -5		  atau	  5x- 7 = (7x-5) 
5x - 7x- 7	 = 7x -7x -5	 atau	 5x- 7 = 7x +5
-2x -7+7	 = -5 + 7	atau	 5x + 7x -7 = -7x + 7x + 5
	 -2x	 =2		  atau	 12x -7 +7 =5 + 7
	 �

1
2

� 2x	 =�
1
2

� 2		  atau 	 12x = 12
				    atau 	 �

1
12

� 12x = �
1

12
� 12

		  x= 1... (I)	 atau	 x = 1... (II)
Jadi, himpunan penyelesaian {-1 ,1}
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SOAL LATIHAN
Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai 

Materi di atas kerjakanlah latihan berikut
1.	 Selesaikanlah 2z – (9z +8)=(5-2z) - 3(2z-3) + 29
2.	 Selesaikanlah 1 + 1

3
−

𝑡𝑡 ~ 1
2

= 1 
3.	 Tentukan himpunan penyelesaian soal soal berikut

a.	 |3x|= 12
b.	 3|x-3|= 9

4.	 Hasil ketiga kali tes seorang siswa SD di Merauke Irian 
Jaya 87% , 64% , dan 78%
Berapakah skor tes yang ia dapatkan pada tes keempat 
agar rata ratanya 80%?

5.	 Salah satu sudut sebuah segitiga ukurannya lima kali 
lipat sudut pertama. Sedangkan sudut ketiga besarnya 
2o kurang dari sudut pertama. Berapakah besar masing 
masing sudut segitiga tersebut?

6.	 Jumlah dua bilangan Bulat berurutan 35. Tentukan 
bilangan bulat itu!
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BAB III
NILAI MUTLAK

Dr. Molli Wahyuni, S.Si, M.Pd.
Universitas Pahlawan Tuanku Tambusai

Berdasarkan sifat trikotomi bilangan real disimpulkan 
bahwa bahwa jika ϵ R dan a ≠ 0 maka terdapat asatu bilangan 
dari a dan –a yang positif. Nilai mutlak dari a ≠ 0 didefinisikan 
positif dari kedua bilangan tersebut. 

A.	 Definisi Nilai Mutlak
Misalkan a ϵ R. Nilai mutlak dari a, yang dilambangkan 

dengan |a|, didefinisikan sebagai:

|a| =  

a,  jika a ≥ 0 

0,  jika a = 0 

-a,  jika a < 0 

Contoh 1. 
|3| = 3 dan |-1| = 1 
Berdasarkan definisi nilai mutlak bahwa |a|>0 untuk 

setiap a ϵ R dan |a| = 0 jika dan hanya jika a=0. Demikian 
juga halnya dengan |-a| = |a| untuk setiap ϵ R.

Untuk lebih jelas dapat juga dilihat pada ilustrasi berikut. 
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|a| = 

a,  jika a ≥ 
0 

-a,  jika a < 0 

Atau

|a| = 

a,  jika a > 0 

-a,  jika a ≤ 0 

Dari definisi terlihat bahwa |a| ≥ 0, ϵ a ϵ R dan |a| = 0 jika 
dan hanya jika a = 0. Demikian juga | −a| = |a| untuk setiap 
a ϵ R karena
•	 jika a > 0 maka −a < 0 sehingga |a| = a dan | −a| = −(−a) = a
•	 jika a = 0 maka −a = 0 sehingga |a| = 0 = | −a|
•	 jika a < 0 maka −a > 0 sehingga |a| = −a dan | −a| = −a

Tiga poin yang dijelaskan tersebut dapat dituangkan ke 
dalam tabel sebagai berikut.

a -a |a| |-a|
>0 <0 a -(-a)=a
0 0 0 0

<0 >0 A -a

Selanjutnya, sebuah bilangan real maksimum bernilai 
sama dengan nilai mutlaknya dan minimum bernilai 
sama dengan negatif nilai mutlaknya −|a| ≤a ≤ |a| yang 
interpretasinya dapat dilihat pada tabel berikut.
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a |a| |-a| Kesimpulan
> 0 a; a > 0 -(-a) = a −|a| < a = |a|
0 0 0 −|a| = a = |a|

< 0 a; a < 0 -a −|a| = a < |a|
−|a| = a < |a|

B.	 Teorema dan Akibat Nilai Mutlak
1.	 Teorema tentang Sifat-sifat Nilai Mutlak

a.	 |ab| = |a| |b| untuk semua a, b ϵ ℝ
b.	 |ab|2 untuk semua a ϵ ℝ
c.	 Jika c ≥ 0 kemudian |a| ≤ c jika dan hanya jika -c ≤ a ≤ c
d.	 -|a| ≤ a ≤ |a| untuk semua a ϵ ℝ
Bukti :
a.	 a = b = 0, maka terbukti. Jika a > 0, b > 0 maka ab > 0, 

sehingga |ab| = ab = |a||b|. Jika a > 0, b > 0 maka ab < 0 
sehingga |ab| = -ab = a|-b| = |a||b|. Jika a < 0, b > 0 maka 
ab < 0 sehingga |ab| = -ab = |-a|b = |a||b|. Jika a < 0, b 
< 0 maka ab > 0 sehingga |ab| = ab = (-a) (-b) = |a||b|

Berdasarkan pembuktian tersebut dapat 
dituliskan konsep nilai mutlak pada tabel berikut.

a b |a| |b| ab |ab| |a||b|
>0 >0 a b >0 ab ab
>0 0 a 0 0 0 0
>0 <0 a -b <0 -ab -ab
0 >0 0 b 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0
0 <0 0 -b 0 0 0

<0 >0 -a b <0 ab -ab
<0 0 -a 0 0 0 0
<0 <0 -a -b >0 -ab ab

b.	 Karena a2 ≥ 0 maka a2 = |a2| = |a a| = |a||a| = |a|2

Atau berdasarkan defenisi |a|:

│𝑎𝑎│ = �
𝑎𝑎, 𝑎𝑎 > 0 → │𝑎𝑎│2 = 𝑎𝑎²

0, 𝑎𝑎 = 0 → │𝑎𝑎│2 = 02 = 𝑎𝑎²
−𝑎𝑎, 𝑎𝑎 < 0 → │𝑎𝑎│2 = (−𝑎𝑎)2 = 𝑎𝑎²

 

c.	 Jika c ≥ 0 maka |a| ≤ c jika dan hanya jika -c ≤ a ≤ c 
→ akan ditunjukkan: -c ≤ a ≤ c artinya ditunjukkan 
-c ≤ a dan a ≤ c
Perhatikan :

│𝑎𝑎│ ≤ 𝑐𝑐 �
𝒂𝒂 ≤ 𝒄𝒄, 𝒋𝒋𝒋𝒋𝒋𝒋𝒋𝒋 𝒂𝒂 > 𝟎𝟎
0 < 𝑐𝑐, 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑎𝑎 = 0

−𝑎𝑎 ≤ 𝑐𝑐, 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑎𝑎 < 0
 

−𝑎𝑎 ≤ 𝑐𝑐 
(−1)(−𝑎𝑎) ≥ (−1)(𝑐𝑐) 

𝑎𝑎 ≥ −𝑐𝑐 
−𝒄𝒄 ≤ 𝒂𝒂 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa 
bahwa : -c ≤ a dan a ≤ c
Jika |a| ≤ c, c ≥ 0
-c ≤ a ≤ c jika |a| ≤ c, c ≥ 0
← Akan ditunjukkan : jika c ≥ 0 maka |a| ≤ c 
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Dari (i) dan (ii) diperoleh a ≤ c dan -c ≤ a ⇔ a ≥ -c
Maka |a| ≤ c

d.	 -|a| ≤ a ≤ |a|, ∀ a ϵ ℝ
Seperti |c|dengan memisalkan c=|a|

2.	 Teorema Ketaksamaan Segitiga
Jika a, b ϵ R maka |a + b| ≤ |a| + |b|
Bukti :
Ambil a, b ϵ R, akan ditunjukkan bahwa |a + b| ≤ |a|+|b|.
Dengan menunjukkan -(|a| + |b|) ≤ a + b ≤ |a| + |b|
atau (-|a|)+(-|b|) < a+b < |a|+|b|
dengan menggunakan teorema sifat nilai mutlak (poin c)
•	 -|a| ≤ a ≤ |a|, untuk semau a ϵ ℝ
•	 -|b| ≤ b ≤ |b| , untuk semau b ϵ ℝ
•	 -|a| + (-|b|) ≤ a + b ≤ |a| + |b| 

(-|a|) + (-|b|) ≤ a+b ≤ |a| + |b|
Dengan menggunakan teorema sifat nilai mutlak (poin d) 
Untuk nilai a→- |a| ≤ a ≤ |a|
Untuk nilai b→- |b| ≤ b ≤ |b|
-|a + b| ≤ a + b ≤ |a + b| terbukti 

Hal tersebut menunjukkan bahwa kesamaan yang 
terjadi dalam ketaksamaan segitiga jika dan hanya jika 
ab>0, dimana ekuivalen dengan pernyataan bahwa a dan 
b memiliki tanda yang sama. Ada beberapa variasi dari 
ketaksamaan segitiga, diantaranya dinyatakan dalam 
poin akibat berikut.
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3.	 Akibat
Jika a,b ϵ R maka 
a.	 ||a| - |b|| ≤ |a| - |b|
b.	 |a - b| ≤ |a| + |b|
Bukti 
a.	 Tulis a= a-b+b dan masukkan ke dalam ketaksamaan 

segitiga sehingga
|a| = |a − b + b| ≤ |a − b| + |b|. Kurangkan kedua 

ruas dengan |b| sehingga diperoleh |a| − |b| ≤ |a − b|. 
Gunakan cara yang sama untuk b = b –a+a sehingga 
diperoleh −|a − b| = −| − (b − a)| = −|b − a| ≤ −(|b| 
− |a|) = |a| − |b|. 

Karena −|a − b| ≤ |a| − |b| ≤ |a − b|, maka 
dengan menggunakan ketaksamaan segitiga 
diperoleh ||a| − |b|| ≤ |a| − |b|.

b.	 Kemudian, ganti a pada ketaksamaan segitiga dengan 
–b sehingga diperoleh |a-b|≤ |a|+|-b|. Karena |-b| =b, 
maka diperoleh |a − b|=|a+(−b)|≤|a|+|−b| = |a| + |b|.

Soal dan Pembahasan
1.	 Misalkan a ∈ R. Tunjukkan bahwa |a| = �𝑎𝑎2 

Jawab.
Untuk sebarang bilangan real a, kita akan ditinjau tiga kasus.
•	 Jika a > 0, maka �𝑎𝑎2  = a = |a|
•	 Jika a = 0, maka �𝑎𝑎2  = √0  = 0 = |a|
•	 Jika a < 0, maka �𝑎𝑎2  = -a = |a|
Jika, |a| = �𝑎𝑎2 
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2.	 Jika a, b ∈ R dan b ≠ 0, tunjukkan bahwa �
𝑎𝑎
𝑏𝑏� =

|𝑎𝑎|
|𝑏𝑏| 

Jawab.
Kita bisa menunjukkan dengan mudah dengan 
menggunakan sifat nilai mutlak bahwa �

𝑎𝑎
𝑏𝑏� |𝑏𝑏| = �

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏 � = |𝑎𝑎|  

�
𝑎𝑎
𝑏𝑏� |𝑏𝑏| = �

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏 � = |𝑎𝑎|  sehingga �

𝑎𝑎
𝑏𝑏� =

|𝑎𝑎|
|𝑏𝑏|. 

Tetapi di sini kita hanya akan menggunakan definisi 
untuk semua kasus yang mungkin. Jelas untuk kasus 
a =  0, �𝑎𝑎

𝑏𝑏
� = �0

𝑏𝑏
� =  |0|  =  0

|𝑏𝑏| = |𝑎𝑎 |
|𝑏𝑏|. 

a.	 Kasus a, b > 0
Diperoleh |a| = a, |b| = b dan 

𝑎𝑎
𝑏𝑏

>  0  sehingga 

�
𝑎𝑎
𝑏𝑏� =

𝑎𝑎
𝑏𝑏

=
|𝑎𝑎|
|𝑏𝑏| 

b.	 Kasus a, b < 0
Diperoleh |a| = -a, |b| = -b dan 

𝑎𝑎
𝑏𝑏

>  0  sehingga 

�
𝑎𝑎
𝑏𝑏� =  

𝑎𝑎
𝑏𝑏

=  
−𝑎𝑎
−𝑏𝑏

=
|𝑎𝑎|
|𝑏𝑏| 

c.	 Kasus a > 0, b < 0
Diperoleh |a| = a, |b| = -b dan 

𝑎𝑎
𝑏𝑏

< 0  sehingga 

�
𝑎𝑎
𝑏𝑏� =  −

𝑎𝑎
𝑏𝑏

=  
𝑎𝑎

−𝑏𝑏
=

|𝑎𝑎|
|𝑏𝑏| 

d.	 Kasus a < 0, b > 0
Diperoleh |a| = -a, |b| = -b dan 

𝑎𝑎
𝑏𝑏

< 0  sehingga 

�
𝑎𝑎
𝑏𝑏� =  −

𝑎𝑎
𝑏𝑏

=  
−𝑎𝑎
𝑏𝑏

=
|𝑎𝑎|
|𝑏𝑏| 

Jadi, �
𝑎𝑎
𝑏𝑏� =

|𝑎𝑎|
|𝑏𝑏|. 

3.	 Tunjukkan bahwa untuk setiap a, b ∈ R berlaku |a + b| 
= |a| + |b| jika dan hanya jika ab ≥0.
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Misalkan a, b ∈ R. Akan ditunjukkan
•	 Jika |a + b| = |a| + |b|, maka ab ≥ 0.
•	 Jika ab ≥ 0, maka |a + b| = |a| + |b|.
a.	 (⇒) Misalkan |a + b |  =  |a |  +  |b | . 

A n d a i k a n  t i d a k  b e r l a k u  a b  ≥  0 .
Hal ini berarti ab < 0 yang terjadi jika a > 0, b < 0 
atau a < 0, b > 0.
Jika a > 0, b < 0, maka |a| = a, |b| = −b sehingga |a| + 
|b| = a + (−b) Jika a < 0, b > 0, maka |a| = −a, |b| = b 
sehingga |a| + |b| = −a + b
Kontradiksi, karena keduanya tak sama dengan |a 
+ b| yang bernilai a + b
atau −(a + b).
Jadi, pengandaian salah sehingga haruslah berlaku 
ab ≥ 0.

b.	 (⇐) Misalkan ab ≥ 0.
Ada tujuh kemungkinan nilai a dan b yang mungkin 
terjadi dan analisisnya seperti tabel berikut.

a b |a| |b| a+b |a+b| |a|+ |b|
> 0
> 0
0
0
0

< 0
< 0

< 0
0

> 0
0

< 0
0

< 0

a
a
0
0
0
-a
-a

b
0
b
0
-b
0
-b

> 0
a > 0
b > 0

0
b < 0
a < 0
< 0

a + b
a
b
0
-b
-a

-(a + b)

a + b
a
b
0
-b
-a

(-a) + (-b)
Jadi, |a+b|=|a|+|b|.
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4.	 Misalkan a < b. Buktikan |a-b|<|x-b| jika dan hanya jika 

𝑥𝑥 <  
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
 .

Jawab.
Misalkan a < b sehingga b – a > 0.
a.	 (⇒) |x-a|<|x-b|

Dengan mengkuadratkan kedua ruas, kita peroleh 
x2−2ax+a2 < x2−2bx+b2. Selanjutnya, diperoleh 
2bx−2ax < b2 − a2 sehingga 2x(b−a) < (b+a)(b−a). 
Karena b − a > 0, maka 2x < b + a sehingga𝑥𝑥 <  

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
2

 .
b.	 (⇒)Misalkan 𝑥𝑥 <  

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
2

 .
Andaikan tidak berlaku |x − a| < |x − b|. Artinya, 
|x − a| ≥ |x − b|.
Dengan mengkuadratkan kedua ruas, kita peroleh 
x2−2ax+a2 ≥ x2−2bx+b2. Selanjutnya, diperoleh 
2bx−2ax ≥ b2 −a2 sehingga 2x(b−a) ≥ (b+a)(b−a). 
Karena b − a > 0, kita bagi kedua ruas dengan (b − a) 
sehingga diperoleh 2x ≥ b + a yang ekivalen dengan 

𝑥𝑥 ≥  
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
  

Kontradiksi dengan 𝑥𝑥 <  
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
  

Jadi, pengandaian salah sehingga haruslah |x − a| < |x − b|.
Jadi, jika a < b, maka |x − a| < |x − b| jika dan hanya jika 

𝑥𝑥 <  
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
 

5.	 Diberikan fungsi f yang didefinisikan dengan 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 1

2𝑥𝑥 − 1
  untuk x ∈ [2,3].

Tentukan konstanta M sedemikian hingga |f(x)|≤M, 
untuk setiap x∈ [2,3].
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Diketahui |𝑓𝑓(𝑥𝑥| = �2𝑥𝑥2−3𝑥𝑥+1
2𝑥𝑥−1

� = |2𝑥𝑥 2−3𝑥𝑥+1|
|2𝑥𝑥−1|

, 

|2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 1| ≤ |2𝑥𝑥2| + | − 3𝑥𝑥| + |1| 
=  2 |𝑥𝑥2| +  3|x| +  1 
≤ 2 |32| +  3|3| +  1 
= 28 

dan
|2x-1|	 ≥ ||2x|-|1||
	 ≥||2(2)|-|1||
	 = 3

sehingga |𝑓𝑓(𝑥𝑥|  =  �2𝑥𝑥2−3𝑥𝑥+1
2𝑥𝑥−1

�≤ 28
3

.    Jadi,  dengan 
mengambil 𝑀𝑀 = 28

3
,  di dapat |f(x)|≤M, untuk setiap x∈ 

[2,3]. 
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BAB IV
PERSAMAAN GARIS LURUS

Edy Saputra, M.Pd.
IAIN Takengon

A.	 Pengertian Persamaan Garis Lurus
Persamaan garis lurus (PGL) adalah suatu fungsi yang 

apabila digambarkan ke dalam bidang koordinat cartesius, 
grafik tersebut akan berbentuk garis lurus. Persamaan 
Garis lurus yaitu suatu perbandingan antara koordinat y 
dan koordinat x dari dua titik yang terletak pada sebuah 
garis. Sedangkan garis lurus sendiri ialah kumpulan dari 
titik – titik yang sejajar. Dan garis lurus dapat dinyatakan 
dalam berbagai bentuk. Karena persamaan garis lurus selalu 
digambarkan dalam koordinat cartesius maka perhatikanlah 
uraian berikut.

1.	 Koordinat Cartesius
Sistem koordinat cartesius ditemukan oleh ahli 

matematika asal Prancis bernama Rene Descrates pada 
abad ke-17. Dikutif dari buku Get Success UASBN oleh Heru 
Nugroho (2008), pada koordinat cartesius terdapat dua 
garis yang saling tegal lurus dan berpotongan pada sebuah 
titik yang disebut titik pangkal. Garis-garis ini kemudian 
disebut sumbu koordinat. Garis mendatar atau horizontal 
dikenal dengan sumbu x atau absis, sedangkan garis tegak 
atau vertikal disebut sumbu y atau ordinat. Suatu titik pada 
sistem koordinat kartesius digambarkan sebagai (x, y).
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Gambar 1 Bidang koordinat cartesius

Bidang datar pada gambar tersebut disebut bidang 
koordinat yang dibentuk oleh sumbu x dan y. Sedangkan 
titik perpotongan antara sumbu x dan sumbu y disebut pusat 
koordinat atau pangkal koordinat (titik O). Sumbu x dan y 
terbagi dalam sumbu x, y positif dan sumbu x, y negatif. Sumbu 
x positif adalah nilai-nilai x dari pusat koordinat O (0, 0) kearah 
kanan, sedangkan sumbu x negative kearah kiri. Sementara 
itu, sumbu y positif yaitu nilai-nilai y dari pusat koordinat O 
(0, 0) kea rah atas, dan untuk sumbu y negative kea rah bawah.

2.	 Menggambarkan Persamaan Garis Lurus
Persamaan Garis lurus atau PGL adalah persamaan 

linear yang mengandung satu atau dua variabel. Persamaan 
garis lurus dapat digambarkan dalam koordinat cartesius 
untuk mendapatkan grafik yang berbentuk garis lurus. 

Dibawah ini beberapa contoh untuk menyatakan 
persamaan garis lurus, yaitu:
•	 y = mx
•	 y = -mx
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•	 y = a
•	 x = a
•	 ax + by = ab
•	 ax – by = -ab
•	 dan lain-lain

Perhatikan beberapa contoh grafik dan bentuk garis 
lurus serta cara menyatakan atau menentukannya dari 
gambar berikut.

Gambar 2 Contoh grafik dan bentuk garis lurus

Inilah langkah-langkah untuk menggambarkan grafik 
garis tersebut.
a.	 Menentukan dua titik yang dilalui oleh garis dalam 

persamaan tersebut.
b.	 Kedua titik yang telah ditentukan ditempatkan pada 

koordinat cartesius.
c.	 Menghubungkan keda titik yang telah ditempatkan 

tersebut untuk menjadi sebuah garis.
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Perhatikanlah contoh soal berikut.
Contoh Soal 1
Tentukan apakah titik-titik berikut membentuk garis lurus 
atau tidak?
a.	 A(0, 0), B(1, 1), C(2, 2)
b.	 G(-2, 1), H(1, 0), I(4, 3)
Jawab :
a.	  

Jadi, titik-titik A, B, dan C 
membentuk garis lurus.

b.	

Jadi, titik-titik G, H, dan I tidak 
membentuk garis lurus.

Contoh Soal 2
Gambarlah garis dengan persamaan:
a.	 x + y = 4
b.	 x = 2y
Jawab:
a.	 Menentukan nilai x dan y yang memenuhi persamaan 

x + y = 4
Misalkan: x = 0, maka 0 + y = 4 ⟹ y =4; sehingga di 

peroleh titik koordinat (0, 4).
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x = 3, maka 3 + y = 4 ⟹ y=1; sehingga 
diperoleh titik koordinat (3, 1).

Kemudian, dari dua titik koordinat tersebut dapat 
digambarkan garis lurus sebagai berikut.

b.	 Tentukan nilai x atau y yang memenuhi persamaan x = 2y
Misalkan: x = 0, maka 0 = 2y ⟹ y =0; sehingga di peroleh 

titik koordinat (0, 0).
x = 4, maka 4 = 2y ⟹ y =2 ; sehingga diperoleh 
titik koordinat (4, 2).
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B.	 Gradien
Gradien yaitu Perbandingan komponen y dan komponen 

x , atau disebut juga dengan kecondongan sebuah garis. 
Lambang dari suatu gradien yaitu huruf “m”. Gradien juga 
dapat dinyatakan sebagai nilai dari kemiringan suatu garis 
dan dapat dinyatakan dengan perbandingan Δy/Δx.

Perhatikan gambar dibawah ini untuk menentukan 
gradien pada sebuah persamaan garis berikut:

Gambar 3 Cara Menentukan Gradien

Kemudian coba perhatikan grafik berikut ini.

1.	 Menentukan Gradien
Ada berbagai cara untuk menghitung gradien dari suatu 

persamaan garis. Berikut ini akan diuraikan cara menghitung 
gradien berdasarkan titik koordinat atau bentuk persamaan 
garis.

a.	 Menghitung gradien pada persamaan garis y = mx
Gradien suatu garsi dapat ditentukan melalu perbandingan 

antara ordinat dan absis sehingga dapat ditulis sebagai berikut.
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�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 =  𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

�  

�𝑚𝑚 =  
𝑦𝑦
𝑥𝑥� atau[𝑦𝑦 =  𝑚𝑚𝑚𝑚] 

Dari uraian terlihat bahwa nilai gradient dalam suatu 
persamaan garis sama dengan besar nilai konstanta m yang 
terletak di depan variabel x, dengan syarat persamaan garis 
tersebut diubah terlebih dahulu ke dalam bentuk y = mx.
Contoh Soal 3
Tentukanlah gradient dari persamaan garis berikut.
1)	 2x + 3y = 0
2)	 4x – 6y = 0
Jawab:
1)	 Persamaan garis 2x + 3y =0 diubah terlebih dahulu 

menjadi bentuk y = mx.

Sehingga, 2𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 = 0 
3𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥  

𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥
3

  

𝑦𝑦 = −2
3

𝑥𝑥  

Persamaan garis 𝑦𝑦 = −2
3

𝑥𝑥    sudah memenuhi bentuk y = 
mx. Jadi, diperoleh =

−2
3

  .
2)	 Persamaan garis 4x – 6y = 0 diubah terlebih dahulu 

menjadi bentuk y = mx.

Sehingga, 4x –  6y =  0 

6y =  4x 

𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥
6

  

𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥
3

  

𝑦𝑦 = 2
3

𝑥𝑥  
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Sehingga, 4x –  6y =  0 

6y =  4x 

𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥
6

  

𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥
3

  

𝑦𝑦 = 2
3

𝑥𝑥  

Persamaan garis 𝑦𝑦 =
2
3

𝑥𝑥  sudah memenuhi bentuk y = 

mx. Jadi, diperoleh =
2
3

 .

b.	 Menghitung gradient pada persamaan garis y = mx + c
Perhitungan gradient pada garis y = mx+ c dilakukan 

dengan cara menentukan nilai konstanta di depan variabel x.
Contoh Soal 4
Tentukanlah gradient dari persamaan garis berikut.
1)	 3y = 6 + 9x		 2) 2 + 4y = 3x + 5
Jawab:
1)	 Persamaan garis 3y = 6 + 9x diubah terlebih dahulu 

menjadi bentuk y = mx + c.
Sehingga,
3𝑦𝑦 =  6 +  9𝑥𝑥 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥+12
2

  

𝑦𝑦 = 1
2

𝑥𝑥 + 6  

Jadi, nilai = 1
2
  .

2)	 Persamaan garis 2 + 4y = 3x + 5 diubah terlebih dahulu 
menjadi bentuk y = mx + c.
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Sehingga, 2 +  4𝑦𝑦 =  3𝑥𝑥 +  5 

4𝑦𝑦 =  3𝑥𝑥 +  5 –  2 
4y =  3x +  3 

𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥+3
4

  

𝑦𝑦 = 3
4

 𝑥𝑥 +  3
4
  

Jadi, nilai 𝑚𝑚 = 3
4
  .

c.	 Menghitung gradient pada persamaan garis ax + by 
+ c = 0.
Gradien pada persamaan garis ax + by + c = 0 dapat 

ditentukan dengan cara mengubah terlebih dahulu persamaan 
garis tersebut ke dalam bentuk y = mx + c. Kemudian, nilai 
gradient diperoleh dari nilai konstanta m di depan variabel x.
Contoh soal 5
Tentukanlah gradient dari persamaan garis berikut.
1)	 x + 2y + 6 = 0
2)	 2x – 3y – 8 = 0
Jawab:
1)	 Persamaan garis x + 2y + 6 = 0 diubah terlebih dahulu 

menjadi bentuk y = mx + c.
Sehingga, 𝑥𝑥 +  2𝑦𝑦 +  6 =  0 

2𝑦𝑦 =  −𝑥𝑥 –  6 

𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 −  6
2

  

  𝑦𝑦 = − 1
2

𝑥𝑥 −  3 

Jadi, nilai 𝑚𝑚 = −
1
2

 .
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2)	 Persamaan garis 2x – 3y – 8 = 0 diubah terlebih dahulu 
menjadi bentuk y = mx + c.
Sehingga, 2𝑥𝑥 –  3𝑦𝑦 –  8 =  0 

–  3𝑦𝑦 = –  2𝑥𝑥 +  8 
3𝑦𝑦 =  2𝑥𝑥 –  8 

𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 −8
3

  

𝑦𝑦 = 2
3

𝑥𝑥 −  8
3
   

Jadi, nilai 𝑚𝑚 = 2
3
  .

d.	 Menghitung gradient pada garis yang melalui dua titik
Perhatikan gambar berikut ini.

Gambar 4 Tiga buah segitiga

Dengan menggunakan perbandingan ordinat dan absis, 
gradient untuk masing-masing segitiga dapat dihitung 
sebagai berikut.
•	 Segitiga ABC →  Gradien AC =  𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
= 𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐴𝐴𝐴𝐴
= 4 𝑐𝑐𝑐𝑐

3 𝑐𝑐𝑐𝑐
= 4

3
  

•	 Segitiga DEF →  Gradien DF =
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
=

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
2 𝑐𝑐𝑐𝑐
4 𝑐𝑐𝑐𝑐

=
1
2

 

•	 Segitiga GHI →  Gradien GI = 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

= 𝐻𝐻𝐻𝐻
𝐺𝐺𝐺𝐺

= 3 𝑐𝑐𝑐𝑐
2 𝑐𝑐𝑐𝑐

= 3
2
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Gambar 5 Menentukan Gradien

Gambar tersebut menunjukkan sebuah garis lurus pada 
bidang koordinat yang melalui titik P dan R. Untuk mencari 
gradient garis tersebut, kamu tinggal menentukan gradient 
PR pada segitiga PQR. Dengan menggunakan perbandingan 
ordinat dan absis, akan diperoleh gradient garis yang melalui 
titik P dan R, yaitu:

Gradien PR =
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
 

=
𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑃𝑃𝑃𝑃

 

=
𝑦𝑦2 −  𝑦𝑦1

𝑥𝑥2 −  𝑥𝑥1
 

=
6 −  3
7 −  1

 

=
3 
 6

=
1
2

 

Jadi, gradient garis yang melalui P (1, 3) dan R(7, 6) 
pada gambar diatas adalah 1

2
 . Dari uraian tersebut diperoleh 
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rumus umum untuk mencari gradient pada garis yang 
melalui dua titik, sebagai berikut.

𝑚𝑚 =
𝑦𝑦2 −  𝑦𝑦1

𝑥𝑥2 −  𝑥𝑥1
 

2.	 Sifat-Sifat Gradien
a.	 Gradien yang sejajar dengan sumbu x

Perhatikan gambar berikut.

Gambar 6 Garis yang melalui dua titik dan sejajar sumbu-x

Pada gambar tersebut terdapat garis k yang melalui titik 
A (-1, 2) dan B (3, 2). Garis tersebut sejajar dengan sumbu-x. 
Untuk menghitung gradient garis k, gunakan cara sebagai 
berikut.
Untuk titik A (-1, 2) maka x1 = -1, y1 = 2.
Untuk titik B (3, 2) maka x2 = 3, y2 = 2.

𝑚𝑚 =
𝑦𝑦2 −  𝑦𝑦1

𝑥𝑥2 −  𝑥𝑥1
=

2 − 2
3 − (−1)

=
0
4

= 0 

“Jika garis sejajar dengan sumbu-x maka nilai gradiennya 
adalah nol.”
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b.	 Gradien garis yang sejajar dengan sumbu-y
Perhatikan gambar berikut.

Gambar 7 Garis l yang melalui titik C dan D dan sejajar sumbu-y

Pada gambar diatas, garis l yang melalui titik C (1, 3) 
dan D (1, -1) letaknya sejajar dengan sumbu-y. Gradien garis 
tersebut adalah sebagai berikut.
Untuk titik C (1, 3) maka x1 = 1, y1 = 3.
Untuk titik D (1, -1) maka x2 = 1, y2 = -1.

𝑚𝑚 = 𝑦𝑦2− 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2− 𝑥𝑥1

= −1−3
1−1

= −4
0

= ~     

“Jika garis sejajar dengan sumbu-y maka garis tersebut tidak 
memiliki gradient.”
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c.	 Gradien dua garis yang sejajar
Perhatikanlah gambar dibawah ini.

Gambar 8 Garis k dan l yang sejajar.

Garis k dan l merupakan dua garis yang sejajar. Perhatikan 
uraian berikut.
•	 Garis k melalui titik A (-2, 0) dan B (0, 2).

Untuk titik A (-2, 0) maka x1 = -2, y1 = 0.
Untuk titik B (0, 2) maka x2 = 0, y2 = 2.

𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝑦𝑦2 −  𝑦𝑦1

𝑥𝑥2 −  𝑥𝑥1
=

2 − 0
0 − (−2)

=
2
2

= 1 

•	 Garis l melalui titik C (0, -1) dan D (1, 0).
Untuk titik C (0, -1) maka x1 = 0, y1 = -1.
Untuk titik D (1, 0) maka x2 = 1, y2 = 0.

𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑦𝑦2− 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2− 𝑥𝑥1

= 0−(−1)
1−0

= 1
1

= 1  

“Setiap garis yang sejajat memiliki gradient yang sama.”
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d.	 Gradien dua garis yang tegak lurus
Perhatikan gambar berikut.

Gambar 9. Garis k dan l yang saling tegak lurus

Gradien kedua garis tersebut dapat dihitung dengan 
cara sebagai berikut.
•	 Garis k melalui titik C (3, 0) dan D (0, 3).

Untuk titik C (3, 0) maka x1 = 3, y1 = 0.
Untuk titik D (0, 3) maka x2 = 0, y2 = 3.

𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑦𝑦2− 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2− 𝑥𝑥1

= 3−0
0−3

= 3
−3

= −1   
•	 Garis l melalui titik A (-1, 0) dan B (0, 1).

Untuk titik A (-1, 0) maka x1 = -1, y1 = 0.
Untuk titik B (0, 1) maka x2 = 0, y2 = 1.

𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑦𝑦2− 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2− 𝑥𝑥1

= 1−0
0−(−1)

= 1
1

= 1  

Hasil kali kedua gradient tersebut adalah
mAB x mCD=1x-1=-1

“Hasil kali antara dua gradient dari garis yang saling tegak 
lurus adalah -1.”
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C.	 Menentukan Persamaan Garis Lurus
Adapun bentuk umum dari persamaan garis lurus dapat 

dituliskan sebagai berikut.
y=mx+c 

Persamaan garis ini hampir sama dengan bentuk 
sederhananya, namun diberi tambahan konstanta (diberi 
lambing c). Hal ini menunjukkan bahwa garis yang dibentuk 
oleh persamaan garis tersebut tidak akan melalui titik O (0, 0).

1.	 Menentukan Persamaan Garis dari Gradien dan 
Titik Koordinat
Perhatikan gambar dibawah ini.

Gambar 10 Garis k yang melalui titik A (x, y).

Perhatikanlah gambar diatas, gambar tersebut 
menunjukkan sebuah garis k pada bidang koordinat 
cartesius. Garis tersebut melalui titik A (x1, y1) dan tidak 
melalui titik pusat koordinat sehingga persamaan garis pada 
gambar dapat dituliskan:

y1 = mx1 + c …….. (1)
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Adapun bentuk persamaan garis yang tidak melalui titik 
pusat koordinat dituliskan:

y = mx + c …….. (2)
Jika ditentukan selisih dari persamaan (2) dan persamaan 
(1) maka diperoleh:
y = mx + c 
y1 = mx1 + c 
y - y1 = mx - mx1 + c – c  
y - y1 = mx - mx1 

y - y1 = m (x - x1) 

Selanjutnya diperoleh rumus umum untuk menentukan 
persamaan garis jika diketahui gradient dan titik koordinat, 
yaitu:

y - y1 = m (x - x1)
Contoh Soal 6
Tentukan persamaan garis yang melalui titik P (3, 5) dan 
memiliki gradient -2.
Jawab:
Untuk titik P (3, 5) maka x1 = 3, y1 = 5.
Dengan menggunakan rumus umum, diperoleh persamaan 
garis:
y - y1 =m (x - x1)
y - 5 =-2 (x - 3)
y - 5 =-2x + 6

y =-2x + 6 + 5
y =-2x + 11 atau 2x + y – 11 = 0.
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2.	 Menentukan Persamaan Garis yang Melalui Dua Titik
Coba kamu perhatikan uraian berikut:

•	 y - y1 = m (x - x1) adalah rumus umum persamaan garis 
dari gradient dan titik koordinat.

•	 𝑚𝑚 =
𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1
  adalah rumus gradient dari dua titik 

koordinat.
Dari kedua rumus tersebut, dapat diuraikan sebagai berikut.
y −  y1 =  m (x −  x1) 

y −  y1 =
𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1
(x −  x1) 

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1 =
(𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)(x −  x1)

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1
 

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1

𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1
=

(𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)(x −  x1)
(𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)

 

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1

𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1
=

𝑥𝑥 −  𝑥𝑥1

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1
 

Jadi rumus untuk menentukan persamaan garis yang melalui 
dua titik koordinat adalah:

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1

𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1
=

𝑥𝑥 −  𝑥𝑥1

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1
 

Contoh Soal 7
Tentukan persamaan garis yang melalui titik-titik koordinat 
A (3, 3) dan B(2, 1).
Jawab:
Untuk titik A (3, 3) maka x1 = 3, y1 = 3.
Untuk titik B (2, 1) maka x2 = 2, y2 = 1.
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Persamaan yang diperoleh:
𝑦𝑦−𝑦𝑦1

𝑦𝑦2−𝑦𝑦1
= 𝑥𝑥  − 𝑥𝑥1

𝑥𝑥2−𝑥𝑥1
  

𝑦𝑦−3
1−3

= 𝑥𝑥  − 3
2−3

   
𝑦𝑦−3
−2

= 𝑥𝑥  − 3
−1

  

−1(𝑦𝑦 − 3) = −2(𝑥𝑥 − 3)  
−𝑦𝑦 + 3 = −2𝑥𝑥 + 6  
2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 3 − 6 = 0  
2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 3 = 0   
Jadi persamaan garisnya adalah 2x-y-3=0
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BAB V
SISTEM PERSAMAAN LINEAR

Melkior Wewe, M.Pd.
STKIP Citra Bakti

A.	 Sistem Persamaan Linier
Persamaan linear adalah sebuah persamaan aljabar, 

yang tiap sukunya mengandung konstanta, atau perkalian 
konstanta dengan variabel tunggal. Persamaan ini dikatakan 
linear sebab hubungan matematis ini dapat digambarkan 
sebagai garis lurus dalam Sistem koordinat Kartesius.

Contoh grafik dari suatu persamaan linear dengan 
nilai m=0,5 dan b=2 (garis merah). Bentuk umum untuk 
persamaan linear adalah dalam hal ini, konstanta m akan 
menggambarkan gradien garis, dan konstanta b merupakan 
titik potong garis dengan sumbu-y. Persamaan lain, seperti 
x3, y1/2, dan bukanlah persamaan linear.

Contoh
Contoh sistem persamaan linear dua variabel:

Sistem Persamaan Linear Dua Variabel
Persamaan linear yang rumit, seperti di sebut di atas, 

bisa ditulis dengan menggunakan hukum aljabar agar 
menjadi bentuk yang lebih sederhana. Seperti contoh, 
huruf besar di persamaan merupakan konstanta, dan x dan 
y adalah variabelnya.
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Bentuk Umum
Dimana konstanta A dan B bila dijumlahkan, hasilnya 

bukan angka nol. Konstanta dituliskan sebagai A ≥ 0, seperti 
yang telah disepakati ahli matematika bahwa konstanta 
tidak boleh sama dengan nol. Grafik persamaan ini bila 
digambarkan, akan menghasilkan sebuah garis lurus dan 
setiap garis dituliskan dalam sebuah persamaan seperti yang 
tertera diatas. Bila A ≥ 0, dan x sebagai titik potong, maka titik 
koordinat-xadalah ketika garis bersilangan dengan sumbu-x 
(y = 0) yang digambarkan dengan rumus -c/a. Bila B≥ 0, dan 
y sebagai titik potong, maka titik koordinat- y adalah ketika 
garis bersilangan dengan sumbu-y (x = 0), yang digambarkan 
dengan rumus -c/b.

Bentuk Standar
Di mana, a dan b jika dijumlahkan, tidak menghasilkan 

angka nol dan a bukanlah angka negatif. Bentuk standar ini 
dapat diubah ke bentuk umum, tapi tidak bisa diubah ke 
semua bentuk, apabila a dan b adalah nol.

Bentuk titik potong gradient
Sumbu-y

Dimana m merupakan gradien dari garis persamaan, 
dan titik koordinat y adalah persilangan dari sumbu-y. Ini 
dapat digambarkan dengan x = 0, yang memberikan nilai 
y = b. Persamaan ini digunakan untuk mencari sumbu-y, 
dimana telah diketahui nilai dari x. Y dalam rumus tersebut 
merupakan koordinat y yang anda taruh di grafik. Sedangkan 
X merupakan koordinat x yang anda taruh di grafik.
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Sumbu-x
Dimana m merupakan gradien dari garis persamaan, 

dan c adalah titik potong-x, dan titik koordinat x adalah 
persilangan dari sumbu-x. Ini dapat digambarkan dengan 
y = 0, yang memberikan nilai x = c. Bentuk y/m dalam 
persamaan sendiri berarti bahwa membalikkan gradien dan 
mengalikannya dengan y. Persamaan ini tidak mencari titik 
koordinat x, dimana nilai y sudah diberikan.

B.	 Persamaan Kuadrat
Persamaan kuadrat adalah persamaan yang mempunyai 

bentuk umum sebagai berikut :
ax2 + bx + c = 0 dengan a ≠ 0 dan a, b, c є R
Perhatikan beberapa fungsi kuadrat berikut ini:

1.	 f(x) = 3x2 + 2x + 5
2.	 f(x) = 2x2 + 3x
3.	 f(x) = x2 – 4

Jika semua fungsi kuadrat di atas bernilai nol, atau f(x) 
= 0, maka fungsi kuadrat tersebut menjadi
1.	 3x2 + 2x + 5 = 0
2.	 2x2 + 3x = 0
3.	 x2 – 4 = 0

Fungsi kuadrat yang demikian disebut persamaan 
kuadrat. Contoh : 
1.	 Persamaan kuadrat lengkap

2x2 – 3x + 4 = 0 dan x2 – x – 1 =0
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2.	 Persamaan kuadrat tidak lengkap
3x2 + x = 0, x2 – x = 0, dan –x2 – 25 = 0

1.	 Menyelesaikan Persamaan Kuadrat dengan 
Memfaktorkan
Persamaan kuadrat ax2 + bx + c = 0, setelah difaktorkan, 

misalnya diperoleh
(x – x1) (x – x2) = 0
↔ x = x1 atau x = x2

Dalam hal ini x1 atau x2 merupakan penyelesaian dari 
persamaan kuadrat di atas. Hal tersebut menggambarkan suatu 
ketentuan bahwa (x – x1) (x – x2) = 0 dipenuhi oleh x = x1 atau x = x2

Contoh :
Tentukan penyelesaian sistem persamaan kuadrat 2x2 

+ 6x = 0 dengan memfaktorkan !
Penyelesaian :
2x2 + 6x = 0
↔ 2x (x + 3) = 0
↔ 2x = 0 atau x + 3 = 0
↔ x = 0 atau x = -3

Jadi penyelesaian persamaan tersebut adalah x1 = 0 atau 
x2 = -3.

2.	 Bentuk Kuadrat Sempurna
Contoh kuadrat sempurna dua pusat x antara lain x2, 4x2, 

9x2, 16x2, 25x2, (9x + 3)2 dan (x – 4)2.
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Selanjutnya kita pelajari cara menyelesaikan persamaan 
kuadrat yang dinyatakan dalam bentuk (x + p)2 = q dengan q 
≥ 0, yaitu persamaan kuadrat yang ruas kirinya merupakan 
kuadrat sempurna. Contoh :
a.	 x2 – 9	 = 0

↔ x2	 = 9
↔ x	 = ± √9
↔ x	 = ± 3
↔ x	 = 3 atau x = -3
Jadi penyelesaian persamaan tersebut adalah x1 = 3 atau 
x2 = -3

3.	 Menyelesaikan Persamaan Kuadrat dengan 
Menggunakan Rumus
Rumus penyelesaian persamaan kuadrat ax2 + bx + c = 0 

dengan a ≠ 0, a, b, c є R dan x є R , dengan b2 – 4ac ≥ 0 Rumus 
ini disebut rumus abc.
Catatan:

Sebelum memakai rumus abc, persamaan kuadrat harus 
dinyatakan dalam bentuk baku yaitu: ax2 + bx + c = 0, jika b2 
– 4ac < 0, maka tidak ada penyelesaian untuk ax2 + bx + c = 0.

Contoh:
Dengan menggunakan rumus abc tentukan penyelesaian 

dari x2 – x – 6 = 0, dengan x peubah pada bilangan real !
Penyelesaian:
x2 – x – 6
a = 1, b = 1, c = -6
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atau
Jadi x1 = -3 atau x2 = 2
Catatan :
a.	 Jika nilai b2 – 4ac > 0 maka x memiliki dua nilai real 

yang berlainan
b.	 Jika nilai b2 – 4ac = 0 maka x memiliki satu nilai real
c.	 Jika nilai b2 – 4ac < 0 maka x tidak memiliki nilai real.

C.	 Persamaan Dua Variabel
Sebelum mempelajari Persamaan Dua Variabel 

tentunya kita sudah ingat tentang persamaan Linier Satu 
Variabel (PLSV). PLSV adalah persamaan yang memuat satu 
variabeldan pangkat dari variabelnya adalah satu.

Nah sekarang coba kita ingat kembali bahwa persamaan 
garis lurus pada bidang cartesiusdapat dinyatakan dalam 
bentuk ax + by = c dengan a, b, c konstanta real dengan a, b 0 dan 
x, y adalah variabel pada himpunan bilangan real. Sekarang 
perhatikan persamaa x + 4y = 8, memiliki dua variabel yaiti 
x dan y serta masing-masing variabel berpangkat satu.

Jadi kesimpulannya adalah Persamaan Linier Dua 
Variabel adalah suatu persamaan yang mempunyai dua 
variabel dan masing-masing variabel berpangkat satu, dan 
dapat dinyatakan dalam bentuk : ax + by = c dengan a, b, c 
R, a, b 0 dan x, y suatu variabel.
Beberapa contoh PLDV
1.	 3x + 6y = 12
2.	 5p – 3q + 30 = 0
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1.	 Menentukan Penyelesaian Persamaan Linier Dua 
Variabel
Perhatiakan persamaan x + y = 7. Persamaan x + y = 7 

masih merupakan kalimat terbuka , artinya belum mempunyai 
nilai kebenaran. Jika x diganti bilangan 2, maka nilai y yang 
memenuhi adalah 5, karena pasangan bilangan (2,5) memenuhi 
persamaan tersebut, maka persamaaan x + y = 7 menjadi 
kalimat yang benar. Dalam hal ini dikatakan bahwa (2,5) 
merupakan salah satu penyelesaian dari persamaan x + y = 7.

Untuk mencari nilai x dan y yang memenuhi persamaan x + 
y = 7 akan lebih mudah dengan membuat table seperti berikut :

Jadi HP dari persamaan x + y = 7 adalah (0,7), (1,6), 
(2,5), (3,4), (4,3), (5,2). Gambar grafik persamaan x + y = 7 
pada bidang cartesius.

2.	 Sistem Persamaan Linier Dua Variabel (SPLDV)
Sistem Persamaan Linier Dua Variabel (SPLDV) terdiri 

atas dua persamaan linier dua variabel, yang keduanya tidak 
berdiri sendiri, sehingga kedua persamaan hanya memiliki 
satu penyelesaian. Berikut ini beberapa contoh SPLDV :
a.	 x + y = 3 dan 2x 3y = 1
b.	 5x + 4y + 7 = 0 dan -3x 2y = 4

Menentukan Himpunan Penyelesaian SPLDV. Himpunan 
penyelesaian SPLDV dapat di selesaikan dengan 3 cara, yaitu:
a.	 Dengan cara metode grafik.
b.	 Dengan cara metode substitusi.
c.	 Dengan cara metode eleminasi.

Himpunan penyelesaian SPLDV dengan metode grafik
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Pada metode grafik, himpunan penyelesaian dari SPLDV 
adalah koordinat titik potong dua garis tersebut. Jika garis-
garisnya tidak berpotongan di satu titik, maka himpunana 
penyelesaiannya adalah himpunan kosong.

Untuk menentukan himpunan penyelesaian SPLDV dengan 
cara metode grafik langkah-langkahnya adalah sebagai berikut :
a.	 Menggambar garis dari kedua persamaan pada bidang 

cartesius.
b.	 Koordinat titik potong dari garis merupakan himpunan 

penyelesaian, jika kedua garis tidak berpotongan 
(sejajar), maka SPLDV tidak mempunyai penyelesaian.
Himpunan Penyelesaian SPLDV dengan Metode 

Substitusi. Pada metode substitusi terlebih dahulu kita 
menyatakan variabel yang satu kedalam variabel yang lain 
dari suatu persamaan, kemudian menggantikan variabel itu 
dalam persamaan yang lain.

Untuk menentukan himpunan penyelesaian SPLDV 
dengan cara metode substitusi langkah-langkahnya adalah 
sebagai berikut :
a.	 Menyatakan variabel dalam variabel lain, misal 

menyatakan x dalam y atau sebaliknya.
b.	 Mensubstitusikan persamaan yang sudah kita rubah 

pada persamaan yang lain.
c.	 Mensubstitusikan nilai yang sudah ditemukan dari 

variabel x atau y ke salah satu persamaan.
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Contoh :
Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan x + 2y = 
4 dan 3x + 2y = 12
x + 2y = 4 kita nyatakan x dalam y, diperoleh : x = 4 2y 
substitusikan x = 4 2y ke persamaan 3x + 2y = 12
3 ( 4 2y ) + 2y = 12
12 6y + 2y = 12
	 4y = 12 12
	  y = 0
Substitusikan y = 0 ke persamaan x = 4 2y
x = 4 2y
x = 4 2 . 0
x = 4
Jadi HP (4, 0)

Himpunan Penyelesaian SPLDV dengan metode 
Eleminasi. Pada metode eleminasi untuk menentukan 
himpunan penyelesaian dari SPLDV, caranya dengan 
menghilangkan salah satu variabel dari system persamaan 
tersebut. Pada cara eleminasi koefisien dari variabel harus 
sama atau dibuat menjadi sama.

Untuk menentukan himpunan penyelesaian SPLDV dengan 
cara metode eleminasi langkah-langkahnya sebagai berikut :
a.	 Nyatakan ke dua persamaan ke bentuk ax + by = c
b.	 Samakan koefisien dari variabel yang akan di hilangkan, 

melalui cara mengalihkan dengan bilangan yang sesuai.
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c.	 Jika koefisien dari variabel bertanda sama (sama positif 
atau negative) maka kurangkan ke dua persamaan tersebut.

d.	 Jika koefisien dari variabel yang di hilangkan tandanya 
berbeda (positif atau negative) maka jumlahkan kedua 
persamaan tersebut.

D.	 Penerapan Sistem Linier, Kuadrat dan Dua Variabel
1.	 Persamaan Linier
Contoh Soal 1

Asep membeli 2 kg mangga dan 1 kg apel dan ia harus 
membayar Rp15.000,00, sedangkan Intan membeli 1 kg 
mangga dan 2 kg apel dengan harga Rp18.000,00. Berapakah 
harga 5 kg mangga dan 3 kg apel?
Penyelesaian:
Kita misalkan harga 1 kg mangga = x dan harga 1 kg apel = 
y, maka:
2x + y = 15000
x + 2y = 18000

Selanjutnya, selesaikan dengan menggunakan salah satu 
metode penyelesaian, misalnya dengan metode cepat, maka:
=> y = (2 . 18000 – 15000.1)/(2.2 – 1.1)
=> y = (36000 – 15000)/(4 – 1)
=> y = 21000/3
=> y = 7000
Substitusi nilai y = 7000 ke persamaan 2x + y = 15000, maka:
=> 2x + y = 15000
=> 2x + 7000 = 15000



59 ♧ Teori Matematika Dasar

=> 2x = 8000
=> x = 4000

Dengan demikian, harga 1 kg mangga adalah Rp4.000,00 
dan harga 1 kg apel adalah Rp7.000,00.
Harga 5 kg mangga dan 3 kg apel adalah:
= 5x + 3y
= 5.4000 + 3.7000
= 20000 + 21000
= 41000
Jadi, harga 5 kg mangga dan 3 kg apel adalah Rp 41.000,00.

2.	 Persamaan Kuadrat
Contoh 1: Menyelesaikan Penerapan Persamaan Kuadrat

Seorang anak berdiri di atas tebing yang memiliki 
ketinggian 5 m dari permukaan tanah, melempar bola ke 
atas dengan kecepatan awal 20 m/s (anggap bola dilepaskan 
ketika berada 1 m di atas permukaan tebing di mana anak 
tersebut berdiri). Tentukan (a) tinggi bola setelah 3 detik, 
dan (b) waktu yang dibutuhkan agar bola tersebut sampai 
di permukaan tanah
Pembahasan 

Dengan menggunakan informasi yang diberikan soal, kita 
memperoleh h = –5t2 + 20t + 6. Untuk menentukan tinggi bola 
setelah 3 detik, substitusikan t = 3 ke dalam persamaan tersebut.

Apabila bola sampai di permukaan tanah, maka 
ketinggian bola tersebut adalah 0 meter. Sehingga dengan 
mensubstitusi h = 0 diperoleh,
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Karena waktu tidak pernah negatif, maka waktu yang 
diperlukan agar bola tersebut sampai di permukaan tanah 
adalah 4,28 detik.

3.	 Dua Variabel
Contoh soal:
a.	 Dua tahun yang lalu seorang laki-laki umurnya 6 kali umur 

anaknya. 18 tahun kemudian umurnya akan menjadi 
dua kali umur anaknya. Carilah umur mereka sekarang!
Penyelesaian:
Misalkan umur ayah sekarang x tahun dan umur anaknya 
y tahun, maka
x – 2 = 6( y – 2 )
x – 6y = -10………… (1)
x + 18 = 2(y + 18  )
x – 2y = 18 ………… (2)

dari persamaan (1) dan (2) diperoleh
x – 6y = -10
x – 2y = 18 –
-4y = – 28
y = 7
subtitusikan nilai y = 7 ke dalam persaman x – 2y = 18, 
maka diperoleh
x – 2(7) = 18
x – 14 =18
x = 32
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jadi, sekarang umur ayah 32 tahun dan anaknya berumur 
7 tahun.

b.	 Keliling sebidang tanah yang berbentuk persegi panjang 
adalah 48 m. panjangnya lebih 6 meter dari lebarnya. 
Tentukan ukuran tanah itu!
Penyelesaian
Misalnya panjang dan lebar tanah itu adalah x m dan y m.
Keliling = 2( panjang + lebar)
48 = 2(x + y) atau x + y = 24 ……….(1)
x = y + 6 atau x – y = 6 ……….(2)
dari persamaan (1) dan (2) dapat diperoleh
x + y = 24
x – y = 6 –
2x = 30
x = 15
subtitusikan x = 15 ke dalam persamaan x + y = 24, 
sehingga diperoleh
15 + y = 24
y = 24 – 15
y = 9
jadi, ukuran tanah itu adalah 15 m x 9 m.

c.	 Harga sebuah buku dan sebuah pensil RP 5.500,- harga 
2 buku dan 3 buah pensil RP 12.500,-.
1)	 Nyatakan kalimat diatas dalam bentuk persamaan 

dengan peubah x dan y!
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2)	 Selesaikan persamaan itu!
3)	 Tentukan harga 4 buah buku dan 3 buah pensil!
Penyelesaian:
1)	 Misalkan harga sebuah buku = x,rupiah

Harga sebuah pensil =y, rupiah
Maka persamaan dalam x dan y adalah
x + y = 5.500 …..(1)
2x + 3y = 12.500 …..(2)

2)	 Menyelesaikan persamaan diatas dengan 
disubtitusikan
x + y = 5.500
x = 5.500 – y
subtitusikan x = 5.500 – y ke persamaan 2
untuk x = 5.500 – y → maka 2x + 3y = 12.500
2(5.500 – y) + 3y = 12.500
11.000 – 2y + 3y = 12.500
11.000 + y = 12.500
y = 12.500-11.000
y = 1.500
subtitusikan y = 1.500 ke persamaan x = 5.500 – y
x = 5.500 – 1.500
x = 4.000
jadi nilai x dan y adalah Rp. 4.000 dan Rp. 1.500

3)	 c. Harga 4 buah buku dan 3 buah pensil
= 4x + 3y
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= 4(Rp.4.000,-) + 3(Rp. 1.500,-)
= Rp. 16.000,- + Rp. 4.500,-
= Rp. 20.500,-
Jadi, harga 4 buah buku dan 3 buah pensil adalah 
Rp. 20.500,-
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BAB VI
RELASI DAN FUNGSI

Dr. Rahmy Zulmaulida, M.Pd
IAIN Lhokseumawe, Aceh

A.	 Relasi
1.	 Pengertian Relasi

Relasi adalah hubungan antara dua elemen dua 
himpunan. Relasi juga dikatakan sebagai suatu aturan yang 
memasangkan anggota himpunan satu ke himpunan lain. Suatu 
relasi dari himpunan A ke himpunan B adalah pemasangan 
atau korespondensi dari anggota-anggota himpunan A ke 
anggota-anggota himpunan B. relasi dari himpunan A ke 
himpunan B adalah aturan yang memasangkan anggota 
himpunan A dan anggota himpunan B dengan aturan tertentu.
Contoh :
Ada tiga anak mengatakan makanan kesukaan nya yaitu: Anis 
menyukai Bakso, Rina menyukai Sate dan Diko menyukai 
Nasi Padang.
Dari pernyataan di atas terdapat dua himpunan yaitu:
A= himpunan anak {Anis, Rina, Diko}
B= himpunan makanan {Bakso, Sate, Nasi Padang}

Relasi antara anggota himpunan A ke himpunan B yang 
mungkin adalah menyukai atau menyenangi. Dari contoh 
di atas, himpunan A disebut domain (daerah asal) dan 
himpunan B disebut kodomain (daerah kawan). Sementara 
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itu menyukai disebut Relasi. Himpunan semua anggota 
kodomain disebut Range (daerah hasil).

2.	 Metode Menyatakan Relasi
Relasi dapat dinyatakan dengan tiga cara, yaitu:

a.	 Dengan himpunan pasangan berurutan
b.	 Dengan diagram panah
c.	 Dengan diagram Cartesius
d.	 Dengan Tabel
Contoh :
A = { Buyung, Doni, Vita, Putri}  dan B = { IPS, Kesenian, 
Keterampilan, Olahraga, Matematika, IPA, Bahasa Inggris} 
dan relasi yang menghubungkan antara himpunan A dan 
hipunan B adalah “pelajaran yang disukai”.
Keterangan: Buyung suka IPS dan Kesenian, Doni suka 
Keterampilan dan Olahraga, Vita suka IPA, dan Putri suka 
Matematika dan Bahasa Inggris.
Jawaban dengan tiga metode :
a.	 Dengan himpunan pasangan berurutan

Himpunan yang anggotanya semua pasangan berurutan 
(x,y) dinamakan himpunan pasangan berurutan.
{(Buyung, IPS), (Buyung, Kesenian), (Doni, Keterampilan), 
(Doni, Olahraga), (Vita, IPA), (Putri, Matematika), (Putri, 
Bahasa Inggris)}

b.	 Dengan Diagr3am Panah
Langkah-langkah menyatakan relasi dengan diagram 
panah:
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1)	 Membuat dua lingkaran atau elips
2)	 Untuk meletakkan anggota himpunan A dan anggota 

himpunan B x=A diletakkan pada lingkaran A dan 
y=B diletakkan pada lingkaran B

3)	 X dan Y dihubungkan dengan anak panah
4)	 Arah anak panah menunjukkan arah relasi
5)	 Anak panah tersebut mewakili aturan relasi

c.	 Dengan diagram Cartesius
Pada diagram Cartesius diperlukan dua salip sumbu 
yaitu : sumbu mendatar (horizontal) dan sumbu tegak 
(vertical) yang berpotongan tegak lurus.
1)	 X= A diletakkan pada sumbu mendatar
2)	 Y= B diletakkan pada sumbu tegak
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d.	 Tabel

Nama Mata Pelajaran
Buyung IPS
Buyung Kesenian
Doni Keterampilan 
Doni Olahraga
Vita IPA
Putri Matematika
Putri Bahasa Inggris

3.	 Sifat-Sifat Relasi
a.	 Relasi Refleksif ( Bercermin)

Relasi disebut refleksif jika dan hanya jika untuk setiap x 
anggota semesta-nya, x berelasi dengan dirinya sendiri. 
Jadi R refleksif jika dan hanya jika xRx.
Contoh :
Jika diketahui A= {1,2,3,4} dan relasi R= {(1,1), (2,2), 
(3,3), (4,4)} Pada A, maka R x∈A adalah refleksif, 
karena untuk setiap x∈A terdapat (x,x) pada R. 
Perhatikan relasi pada himpunan = {1,2,3,4} berikut:
R1= {(1,1), (1,2), (1,4), (2,1), (2,2), (3,3), (4,1), (4,4)}

b.	 Relasi Irrefleksif
Relasi R pada A disebut Irrefleksif (anti refleksif) jika dan 
hanya jika setiap elemen di dalam tidak berelasi dengan 
dirinya sendiri. Jadi, irrefleksif jika dan hanya jika xRx.
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Contoh :
Diketahui himpunan B= {a,b,c} dan relasi R= {(a,c), (b,c), 
(b,a)}. Relasi R adalah irrefleksif, karena (a,a), (b,b), dan 
(c,c) bukan elemen.
Diketahui A= {1,2,3,4} dan relasi R= {(2,1), (3,2), (4,1), 
(4,2), (4,3)}. Relasi R merupakan relasi irrefleksif, karena 
tidak terdapat elemen (x,x), dimana x∈A.

c.	 Relasi Nonrefleksif
Relasi R pada A disebut nonrefleksif jika dan hanya jika 
ada sekurang-kurangnya satu elemen di dalam A yang 
tidak berelasi dengan dirinya sendiri.
Contoh :
Perhatikan relasi pada himpunan A= {1,2,3,}
R= {(1,1), (1,2), (2,2), (2,3), (3,3)}
Relasi tersebut merupakan relasi non refleksif, karena 
ada (1,2) dan (2,3).

d.	 Relasi Simetri
Relasi R disebut simetri pada S jika dan hanya jika setiap 
dua anggota a dan b dari S berlaku jika a berelasi R 
dengan b maka b juga berelasi dengan a.
Secara simbolik: aRb → bRa.
Contoh:
1)	 Relasi R = { (a,b), (b,a), (a,c), (c,a) } dalam himpunan 

{a, b, c}.
2)	 Ani menyukai Budi, Budi menyukai Ani {(Ani, Budi), 

(Budi, Ani)}
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e.	 Relasi Asimetri
Relasi R disebut asimetri pada S jika dan hanya jika 
setiap dua anggota a dan b dari S berlaku: jika a berelasi 
R dengan b maka b tidak berelasi R dengan a.
Secara simbolik: R asimetri pada S jhj (∀a,b∈S) aRb → bRa.
Contoh:
1)	 Relasi R = { (a,b), (b,c), (c,a) } dalam himpunan {a,b,c}.

f.	 Relasi Nonsimetri
Relasi R disebut nonsimetri pada S jika dan hanya jika ada 
dua anggota a dan b dari S sedemikian hingga berlaku: 
a berelasi R dengan b tetapi b tidak berelasi R dengan 
1)	 Perhatikan bahwa nonsimetri adalah negasi/

ingkaran dari simetri.
Contoh:
1) Relasi R = { (a,b), (a,c), (c,a) } dalam himpunan {a, b, c}

g.	 Relasi Antisimetri
Relasi R disebut antisimetri pada S jika dan hanya jika 
setiap dua anggota a dan b dari S berlaku: jika a berelasi 
R dengan b dan b berelasi R dengan a maka a=b.
Contoh:
1)	 3A = keluarga himpunan.

Relasi “ himpunan bagian” adalah relasi yang 
antisimetris pada A, karena untuk setiap dua 
himpunan x dan y, jika x y dan y x, maka x = y.

2)	 Relasi “kurang dari atau sama dengan (≤)” dalam 
himpunan bilangan real. Jadi, relasi “kurang dari 
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atau sama dengan (≤)” bersifat anti simetri, karena 
jika a ≤ b dan b ≤ a berarti a = b.

h.	 Relasi Transitif
R adalah relasi pada A. R disebut relasi Transitif pada A 
jika dan hanya jika setiap 3 anggota himpunan A, (a,b,c 
∈A) jika (a,b)∈R, dan (b,c)∈R maka (a,c)∈R (setiap 
tiga anggota a,b,c dari A, jika a berelasi dengan b dan b 
berelasi dengan c maka a berelasi dengan c).
Contoh:
1)	 Relasi R = {(a,b), (b,c), (a,c), (c,c) } dalam himpunan 

{ a,b,c }.
i.	 Relasi Nontransitif

R adalah relasi pada A. R disebut relasi nontransitif 
pada A jika dan hanya jika ada tiga anggota himpunan 
A, (a,b,c ∈A) sedemikian hingga (a,b)∈R , dan (b,c)∈R 
dan (a,c)∉R (ada tiga anggota a,b,c dari A sedemikian 
hingga a berelasi dengan b dan b berelasi dengan c dan 
a tidak berelasi dengan c).
Contoh:
R = {(1,2),(2,3),(3,4)} dalam himpunan {1,2,3,4}

j.	 Relasi Intransitif
R adalah relasi pada himpunan A. R disebut relasi intransitif 
pada A jika dan hanya jika setiap tiga anggota himpunan 
A, (a,b,c ∈A) jika (a,b)∈R dan (b,c)∈R maka (a,c)∉R 
(setiap tiga anggota a,b,c dari A, jika a berelasi dengan b 
dan b berelasi dengan c maka a tidak berelasi dengan c).
Misal E = {1,2,3}, R = {(1,2),(2,3),(2,5),(3,4),(5,7)}
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Relasi di atas intransitif karena :
(1,2)∈R dan (2,3)∈R, tetapi (1,3)∉R
(1,2)∈R dan (2,5)∈R, tetapi (1,5)∉R
(2,3)∈R dan (3,4)∈R, tetapi (2,4)∉R
(2,5)∈R dan (5,7)∈R, tetapi (2,7)∉R

4.	 Komposisi Relasi
•	 Misalkan :

R adalah relasi dari himpunan A ke himpunan B
T adalah relasi dari himpunan B ke himpunan C.

•	 Komposisi R dan S, dinotasikan dengan T ο R, adalah 
relasi dari A ke C yang didefinisikan oleh :
T ο R ={(a, c) |a ∈A, c ∈C, dan untuk suatu b ∈ B sehingga 
(a, b) ∈R dan (b, c) ∈ S }

•	 Contoh komposisi relasi
–	 Misalkan, A = {a, b, c}, B = {2, 4, 6, 8} dan C = {s, t, u}
–	 Relasi dari A ke B didefinisikan oleh :

R = {(a, 2), (a, 6), (b, 4), (c, 4), (c, 6), (c, 8)}
–	 Relasi dari B ke C didefisikan oleh :

T = {(2, u), (4, s), (4, t), (6, t), (8, u)}
–	 Maka komposisi relasi R dan T adalah

T ο R = {(a, u), (a, t), (b, s), (b, t), (c, s), (c, t), (c, u)}
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B.	 Fungsi
1.	 Pengertian Fungsi

Fungsi adalah bentuk khusus dari relasi. Sebuah relasi 
dikatakan fungsi jika xRy, untuk setiap x anggota A memiliki 
tepat satu pasangan, y, anggota himpunan B

Kita dapat menuliskan f(a) = b, jika b merupakan unsur 
di B yang dikaitkan oleh f untuk suatu a di A. Ini berarti 
bahwa jika f(a) = b dan f(a) = c maka b = c.
•	 f : A → B
•	 A dinamakan daerah asal (domain) dari f dan B 

dinamakan daerah hasil (codomain) dari f.
•	 Misalkan f (a) = b, maka b dinamakan bayangan (image) 

dari a,dan a dinamakan pra-bayangan (pre-image) dari 
b.

•	 Himpunan yang berisi semua nilai pemetaan f dinamakan 
jelajah (range) dari f.

2.	 Penulisan Fungsi
a.	 Himpunan pasangan terurut.

•	 Misalkan fungsi kuadrat pada himpunan {1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9,10} maka fungsi itu dapat dituliskan 
dalam bentuk : f = {(2, 4), (3, 9)}

b.	 Formula pengisian nilai (assignment)
•	 f (x) = x2 + 10,
•	 f (x) = 5x
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3.	 Jenis-Jenis Fungsi
a.	 Fungsi konstan (fungsi tetap)

Suatu fungsi f : A → B ditentukan dengan rumus f (x) 
disebut fungsi konstan apabila untuk setiap anggota 
domain fungsi selalu berlaku f(x) = C, di mana C bilangan 
konstan. Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal 
berikut ini.
Diketahui f : R → R dengan rumus f(x) = 3 dengan daerah 
domain: {x | –3 ≤ x < 2}. Sehingga, gambar grafiknya.

b.	 Suatu fungsi f (x) disebut fungsi linear apabila fungsi 
itu ditentukan oleh f (x) = ax + b, di mana a ≠ 0, a dan 
b bilangan konstan dan grafiknya berupa garis lurus. 
Perhatikan contoh berikut. Diketahui f (x) = 2x + 3, 
gambar grafiknya.
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c.	 Fungsi Kuadrat
Suatu fungsi f (x) disebut fungsi kuadrat apabila fungsi 
itu ditentukan oleh f (x) = ax2 + bx + c, di mana a ≠ 0 
dan a, b, dan c bilangan konstan dan grafiknya berupa 
parabola. Perhatikan contoh fungsi kuadrat berikut.
Fungsi f ditentukan oleh f (x) = x2 + 2x – 3, gambar 
grafiknya.
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d.	 Fungsi identitas
Suatu fungsi f (x) disebut fungsi identitas apabila setiap 
anggota domain fungsi berlaku f (x) = x atau setiap anggota 
domain fungsi dipetakan pada dirinya sendiri. Grafik 
fungsi identitas berupa garis lurus yang melalui titik asal 
dan semua titik absis maupun ordinatnya sama. Fungsi 
identitas ditentukan oleh f (x) = x. Agar lebih memahami 
tentang fungsi identitas, pelajarilah contoh berikut ini.
Fungsi pada R didefinisikan sebagai f (x) = x untuk setiap x.
1)	 Carilah f (–2), f (0), f (1), f (3).
2)	 Gambarlah grafiknya.

Penyelesaian:
3)	 Nilai f (–2), f (0), f (1), dan f (3).

f (x) = x
f (–2) = –2
f (0) = 0
f (1) = – 1
f (3) = 3
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4.	 Sifat-sifat Fungsi
a.	 Fungsi Injektif/satu-satu

1)	 Fungsi satu-satu
2)	 Fungsi f: A → B disebut fungsi satu-satu jika dan 

hanya jika untuk sembarang a1 dan a2 dengan a1 
tidak sama dengan a2 berlaku f (a1) tidak sama 
dengan f (a2). Dengan kata lain, bila a1 = a2 maka f 
(a1) sama dengan f (a2).

b.	 Fungsi Surjektif/ onto
1)	 Fungsi kepada
2)	 Fungsi f: A → B disebut fungsi kepada jika dan hanya 

jika untuk sembarang b dalam kodomain B terdapat 
paling tidak satu adalam domain A sehingga berlaku 
f (a) = b.

3)	 Suatu kodomain fungsi surjektif sama dengan range-
nya (semua kodomain adalah peta dari domain).

c.	 Fungsi Bijektif/ korespondensi satu-satu
1)	 Fungsi f: A → B disebut disebut fungsi bijektif jika 

dan hanya jika untuk sembarang b dalam kodomain 
B terdapat tepat satu a dalam domain A sehingga 
f (a) = b, dan tidak ada anggota A yang tidak 
terpetakan dalam B.

2)	 Dengan kata lain, fungsi bijektif adalah fungsi 
injektif sekaligus fungsi surjektif.
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BAB VII
LIMIT FUNGSI

Lisa, S.Si.,M.Pd
IAIN Lhokseumawe

A.	 Pengertian Limit Fungsi
Limit itu suatu batas yang menggunakan konsep 

pendekatan fungsi. Jadi, bisa dibilang limit adalah nilai yang 
didekati fungsi saat suatu titik mendekati nilai tertentu. 

Bentuk Umum Limit
Lim f(x) = L dimana x ≠ c
x→c
dibaca “ Limit fungsi f(x) untuk x mendekati c adalah L”

Sebuah fungsi punya limit di titik c, jika limit kiri dan limit 
kanan bernilai sama di titik c
Lim f(x) = Lim f(x) = L 
x→c-	 x→c+

B.	 Sifat-sifat Limit Fungsi
Misalnya, f(x) dan g(x) adalah fungsi yang punya limit 

di x →c, dengan k dan c adalah bilangan real, serta n adalah 
bilangan bulat positif, maka berlaku :
1.	 lim

𝑥𝑥→𝑐𝑐
𝑘𝑘 = 𝑘𝑘 

2.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 

3.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

[𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥)] = 𝑘𝑘 �lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� 
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4.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

[𝑓𝑓(𝑥𝑥) ± 𝑔𝑔(𝑥𝑥)] = �lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ± �lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑔𝑔(𝑥𝑥)� 

5.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

[𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑥𝑥)] = �lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� �lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑔𝑔(𝑥𝑥)� 

6.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥)� = �

lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑔𝑔(𝑥𝑥)� , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0 

7.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

[𝑓𝑓(𝑥𝑥)]𝑛𝑛 = �lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑛𝑛

 

8.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

�𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑛𝑛 = �lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑛𝑛 , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0  

C.	 Menentukan Nilai Limit Fungsi Aljabar
Ada 2 bentuk dalam menentukan limit fungsi aljabar yaitu :

Bentuk pertama
lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

Bentuk kedua
lim
𝑥𝑥→~

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

Dalam hubungannya dengan bentuk limit yang pertama adalah 
beberapa metode dalam menentukan nilai limit fungsi yaitu 
cara substitusi, cara faktorisasi, dan cara perkalian sekawan. 
1.	 Cara Substitusi

Cara subtitusi ini langkahnya dengan mengganti peubah 
yang mendekati nilai tertentu dengan fungsi aljabarnya. 
Berikut adalah beberapa contoh yang dapat dipahami
Contoh 1
Tentukan nilai limit fungsi aljabar dari
lim
𝑥𝑥→1

3𝑥𝑥 − 1 = 3(1) − 1 = 3 − 1 = 2 
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Jadi, nilai dari limit fungsi aljabar tersebut,
lim
𝑥𝑥→1

3𝑥𝑥 − 1 = 2 

Contoh 2:
Tentukan nilai limit fungsi aljabar dari
lim
𝑥𝑥→2

2𝑥𝑥2 + 5 = 2(2)2 + 5 = 2(4) + 5 = 8 + 5 = 13 

Jadi, nilai dari limit fungsi aljabar tersebut,
lim
𝑥𝑥→2

2𝑥𝑥2 + 5 = 13 

Contoh 3:
Tentukan nilai limit fungsi aljabar dari

lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥3

𝑥𝑥2 − 1
=

(0)3

(0)2 − 1
=

0
−1

= 0 

Jadi, nilai dari limit fungsi aljabar tersebut,

lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥3

𝑥𝑥2 − 1
= 0 

2.	 Cara Faktorisasi
Cara pemfaktoran digunakan apabila cara substitusi 
menghasilkan nilai limit yang tidak terdefinisikan 
seperti pada contoh berikut:

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥3 − 4
𝑥𝑥 − 1

=
(2)2 − 4

2 − 2
=

4 − 4
2 − 2

= 0 

Cara pemfaktoran dilakukan dengan langkah 
menentukan faktor persekutuan antara pembilang dan 
penyebutnya. Berikut beberapa contoh untuk dipahami.
Contoh 1:
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Tentukan nilai limit fungsi aljabar dari

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥3 − 4
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2)
(𝑥𝑥 − 2)

= lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥 + 2) = (2) + 2 = 4 

Jadi, nilai dari limit fungsi aljabar tersebut,

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥3 − 4
𝑥𝑥 − 1

= 4 

Contoh 2:
Tentukan nilai limit fungsi aljabar dari

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥 − 2
√𝑥𝑥 − √2

= lim
𝑥𝑥→2

�√𝑥𝑥 − √2��√𝑥𝑥 + √2�
�√𝑥𝑥 − √2�

 

lim
𝑥𝑥→2

√𝑥𝑥 + √2 = √2 + √2 = 2√2 

Jadi, nilai dari limit fungsi aljabar tersebut,
lim
𝑥𝑥→2

√𝑥𝑥 + √2 = 2√2 

Contoh 3:
Tentukan nilai limit fungsi aljabar dari

lim
𝑥𝑥→3

�
𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥

𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 − 15𝑥𝑥� = lim
𝑥𝑥→3

𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 3)
𝑥𝑥(𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 15)

 

lim
𝑥𝑥→3

(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 15)

= lim
𝑥𝑥→3

(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 5)

 

lim
𝑥𝑥→3

1
(𝑥𝑥 + 5)

=
1

(3) + 5
=

1
8

 

Jadi, nilai dari limit fungsi aljabar tersebut

lim
𝑥𝑥→3

�
𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥

𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 − 15𝑥𝑥� =
1
8
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3.	 Cara Perkalian Sekawan
Dalam hubungannya dengan bentuk limit yang kedua 
ada beberapa cara dalam menentukan nilai limit fungsi 
aljabar yaitu metode membagi dengan pangkat tertinggi 
penyebut dan metode mengalikan dengan faktor sekawan.
a.	 Metode membagi dengan pangkat tertinggi penyebut

Tentukan nilai limit fungsi aljabar dari

lim
𝑥𝑥→~

4𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→~

4𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2

2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥
𝑥𝑥2

 

Besar pangkat pembilang dan penyebut dalam soal 
ini adalah 2, maka

lim
𝑥𝑥→~

4𝑥𝑥2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

𝑥𝑥2

2𝑥𝑥2

𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥
𝑥𝑥2

= lim
𝑥𝑥→~

4 − 6
𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥2

2 + 7
𝑥𝑥

 

4 − 6
~ + 1

~2

2 + 7
~

=
4 − 0 − 0

2 + 0
=

4
2

= 2 

Jadi, nilai dari limit fungsi aljabar tersebut,

lim
𝑥𝑥→~

4𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥

= 2 

b.	 Metode mengalikan dengan faktor sekawan
Contoh soal:
Tentukan nilai limit dari

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

= ⋯ 
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Langkah awal yang perlu dilakukan untuk 
menentukan nilai suatu limit yaitu dengan 
mensubtitusikan x=c ke f(x), sehingga dalam kasus 
ini substitusikan x=4 ke

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

 

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

=
4 − 4

√6𝑥𝑥4 − 8
=

0
4 − √24 − 8

 

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

=
0

4 − √16
=

0
0

 

Setelah disubstitusikan ternyata nilai limit tersebut 
tidak terdefinisi atau merupakan bentuk tak tentu 
0
0

 . Maka dari itu untuk menentukan nilai suatu 
limit harus menggunakan metode lain. Apabila 
diperhatikan, pada f(x) terdapat bentuk akar yaitu 
√6𝑥𝑥 − 8  sehingga metode perkalian dengan akar 
sekawaran dapat dilakukan pada kasus seperti ini.

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

=
(4 − 𝑥𝑥)�𝑥𝑥 + √6𝑥𝑥 − 8�

𝑥𝑥2 − √6𝑥𝑥 − 8
 

=
−(𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 + √6𝑥𝑥 − 8)

𝑥𝑥2 − √6𝑥𝑥 − 8
 

Bentuk x2-6x+8 dapat difaktorkan menjadi (x-4)(x-2)

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

= lim
𝑥𝑥→4

−(𝑥𝑥 − 4)�𝑥𝑥 + √6𝑥𝑥 − 8�
(𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 2)      

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

= lim
𝑥𝑥→4

−(𝑥𝑥 + �6𝑥𝑥 − 8)
(𝑥𝑥 − 2)

 

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

=  
−(4 + √6𝑥𝑥4 − 8)

4 − 2
 

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

=    
−(4 + √16

2
= −4 
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lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

= lim
𝑥𝑥→4

−(𝑥𝑥 − 4)�𝑥𝑥 + √6𝑥𝑥 − 8�
(𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 2)      

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

= lim
𝑥𝑥→4

−(𝑥𝑥 + �6𝑥𝑥 − 8)
(𝑥𝑥 − 2)

 

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

=  
−(4 + √6𝑥𝑥4 − 8)

4 − 2
 

lim
𝑥𝑥→4

4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − √6𝑥𝑥 − 8

=    
−(4 + √16

2
= −4 

Jadi, nilai limit fungsi aljabar tersebut adalah -4
untuk cara perkalian sekawan itu dipakai kalau hasil 
uji substitusi menghasilkan bentuk tak tentu, dan 
khusus untuk soal limit yang fungsinya berbentuk 
akar. Jadi, cukup melakukan perkalian sekawan dari 
fungsi yang hanya mengandung akar. Intinya, tidak 
merubah soal dan bentuk akar, tapi hanya operasi 
penghubung akar yang diubah. 
Contoh 1 :

lim
𝑥𝑥→0

2 − √4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥

= 

Pertama, kita uji dulu pake cara dasar yaitu substitusi. 

lim
𝑥𝑥→0

2 − √4 − 0
0

=
0
0

 

karena menghasilkan bentuk tak tentu, langsung 
kita pakai cara perkalian sekawan. Bentuk akar ada 
di pembilangnya, jadi sekawan dari 2 − √4 − 𝑥𝑥  
adalah 2 + √4 − 𝑥𝑥 . Maka bisa ditulis,

lim
𝑥𝑥→0

2 − √4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

2 − √4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥

×
2 + √4 − 𝑥𝑥
2 + √4 − 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

4 − (4 − 𝑥𝑥)
𝑥𝑥�2 + √4 − 𝑥𝑥�

 

= lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥
𝑥𝑥�2 + √4 − 𝑥𝑥�

 

= lim
𝑥𝑥→0

1
�2 + √4 − 𝑥𝑥�

 

=
1

�2 + √4 − 0�
=

1
4

 

Jadi didapat hasil  lim
𝑥𝑥→0

2 − √4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥

=
1
4

 

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 10
𝑥𝑥2 − 4

= lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 5)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2) 

= lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥 + 5)
(𝑥𝑥 + 2) 

=
(2 + 5)
(2 + 2)

=
7
4
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lim
𝑥𝑥→0

2 − √4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

2 − √4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥

×
2 + √4 − 𝑥𝑥
2 + √4 − 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

4 − (4 − 𝑥𝑥)
𝑥𝑥�2 + √4 − 𝑥𝑥�

 

= lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥
𝑥𝑥�2 + √4 − 𝑥𝑥�

 

= lim
𝑥𝑥→0

1
�2 + √4 − 𝑥𝑥�

 

=
1

�2 + √4 − 0�
=

1
4

 

Jadi didapat hasil  lim
𝑥𝑥→0

2 − √4 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥

=
1
4

 

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 10
𝑥𝑥2 − 4

= lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 5)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2) 

= lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥 + 5)
(𝑥𝑥 + 2) 

=
(2 + 5)
(2 + 2)

=
7
4

 

Latihan :
Kerjakan soal untuk mengukur kemampuan pemahaman 
konsep terhadap materi limit fungsi aljabar berikut ini:

1. 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 lim
𝑥𝑥→0

6𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
2𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥

= ⋯ 

2. lim
𝑥𝑥→3

𝑥𝑥2 − 9
2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 3

= ⋯ 

3. lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2
√𝑥𝑥 − 2

= ⋯ 

4. lim
𝑥𝑥→1

√3𝑥𝑥 − 2 −  √4𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 − 1

= ⋯ 

5. lim
𝑥𝑥→−1

𝑥𝑥2 − 1
𝑥𝑥 + 1

= ⋯ 
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D.	 Limit Fungsi Trigonometri
Limit fungsi trigonometri memiliki definisi sebagai nilai 

terdekat suatu sudut dalam fungsi trigonometri. Perhitungan 
ini dapat disubstitusikan layaknya limit fungsi aljabar, tapi 
dengan fungsi trigonometri yang harus diubah terlebih dahulu.

Fungsi trigonometri tersebut harus diubah menjadi 
identitas trigonometri untuk limit tak tentu, yaitu limit yang 
jika disubstitusikan akan bernilai 0. Selain itu, ada pula cara 
menghitung limit tak tentu tanpa menggunakan identitas 
trigonometri, tapi menggunakan teorema limit trigonometri. 
Ada juga yang menggunakan baik identitas dan teorema 
secara bersamaan. Untuk menentukan nilai limit fungsi 
trigonometri, ada berbagai cara yang dapat digunakan, yaitu 
metode numerik, substitusi, pemfaktoran, kali sekawan, 
dan turunan. Tapi berdasarkan nilainya, kita bisa membagi 
rumus ini menjadi dua, yaitu yang mendekati bilangan dan 
mendekati nol.

Mendekati Suatu Bilangan
Jika kita memiliki limit fungsi trigonometri yang x-nya 

mendekati bilangan c, kita dapat menentukan nilainya 
dengan substitusi c pada fungsi trigonometri. Rumus-
rumusnya adalah sebagai berikut.
1.	 lim

𝑥𝑥→𝑐𝑐
sin 𝑥𝑥 = sin 𝑐𝑐 

2.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

cos 𝑥𝑥 = cos 𝑐𝑐 

3.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

tan 𝑥𝑥 = tan 𝑐𝑐 

4.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

cosec 𝑥𝑥 = cosec 𝑐𝑐 
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5.	 lim
𝑥𝑥→𝑐𝑐

sec 𝑥𝑥 = sec 𝑐𝑐 
6.	 lim

𝑥𝑥→𝑐𝑐
cotan 𝑥𝑥 = cotan 𝑐𝑐 

Mendekati Nol
Jika x dari suatu limit fungsi trigonometri mendekati nol, kita 
dapat menggunakan rumus-rumus di bawah ini.

1. lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥
sin 𝑥𝑥

= 1 

2. lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑥𝑥
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥
tan 𝑥𝑥

= 1 

3. lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑏𝑏

= lim
𝑥𝑥→0

𝑎𝑎𝑎𝑎
sin 𝑏𝑏𝑏𝑏

=
𝑎𝑎
𝑏𝑏

 

4. lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑏𝑏

= lim
𝑥𝑥→0

𝑎𝑎𝑎𝑎
tan 𝑏𝑏𝑏𝑏

=
𝑎𝑎
𝑏𝑏

 

5. lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑏𝑏𝑏𝑏

= lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑎𝑎𝑎𝑎
tan 𝑏𝑏𝑏𝑏

=
𝑎𝑎
𝑏𝑏

 

6. lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑏𝑏𝑏𝑏

= lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑎𝑎𝑎𝑎
sin 𝑏𝑏𝑏𝑏

=
𝑎𝑎
𝑏𝑏

 

7. lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑎𝑎𝑎𝑎 + tan 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

 

8. lim
𝑥𝑥→0

1 − cos 𝑥𝑥
𝑥𝑥

= 0 

Cara menyelesaikan limit fungsi trigonometri dibagi 
menjadi 4 metode, yaitu (1) dengan metode substitusi 
langsung; (2) dengan menggunakan rumus dasar limit fungsi 
trigonometri; (3) dengan metode pemfaktoran; (4) dengan 
cara menyederhanakan fungsi trigonometrinya. 

Metode substitusi langsung penerapan metode substitusi 
langsung dalam menentukan atau menyelesaikan limit 
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fungsi trigonometri sangat mudah, yakni dengan langsung 
mengganti x dengan angka yang tertera di soal atau

lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎) 

Perhatikan contoh soal berikut: Gunakan metode substitusi 
untuk menentukan nilai Limit fungsi trigonometri berikut ini:

lim
𝑥𝑥→𝜋𝜋

2

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2 �
𝜋𝜋
4

� = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 
2𝜋𝜋
4

= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 900 = 1 

Berikut disajikan tabel sudut istimewa 

Menggunakan rumus dasar limit fungsi trigonometri rumus 
dasar dari limit fungsi trigonometri sederhana. Rumus dasar 
limit fungsi trigonometri tersebut adalah:

lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑏𝑏

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏
   lim

𝑥𝑥→0
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑏𝑏𝑏𝑏
= 𝑎𝑎

𝑏𝑏
 

lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑏𝑏

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏
   lim

𝑥𝑥→0
𝑎𝑎𝑎𝑎

tan 𝑏𝑏𝑏𝑏
= 𝑎𝑎

𝑏𝑏
 

lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡  𝑏𝑏𝑏𝑏

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏
   lim

𝑥𝑥→0
sin 𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑏𝑏𝑏𝑏
= 𝑎𝑎

𝑏𝑏
 

lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑎𝑎𝑎𝑎
sin 𝑏𝑏𝑏𝑏

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏
   lim

𝑥𝑥→0
sin 𝑎𝑎𝑎𝑎
tan 𝑏𝑏𝑏𝑏

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏
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Contoh, tentukan nilai limit fungsi trigonometri berikut:
1.	 lim

𝑥𝑥→0

sin 2𝑥𝑥
3𝑥𝑥

=
2
3

 

2.	 lim
𝑥𝑥→0

2𝑥𝑥
sin 3𝑥𝑥

=
2
3

 

3.	 lim
𝑥𝑥→0

tan 5𝑥𝑥
3𝑥𝑥

=
5
3

 

4.	 lim
𝑥𝑥→0

2𝑥𝑥
tan 6𝑥𝑥

=
2
6

=
1
3

 

5.	 lim
𝑥𝑥→0

tan 2𝑥𝑥
tan 5𝑥𝑥

=
2
5

 

6.	 lim
𝑥𝑥→0

tan 5𝑥𝑥 − tan 3𝑥𝑥
3𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

tan 5𝑥𝑥
3𝑥𝑥

− lim
𝑥𝑥→0

tan 3𝑥𝑥
3𝑥𝑥

 

=
5
3

−
3
3

=
2
3

 

7.	 lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥 sin 5𝑥𝑥
3𝑥𝑥 tan 2𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥
3𝑥𝑥

. lim
𝑥𝑥→0

sin 5𝑥𝑥
tan 2𝑥𝑥

=
1
3

.
5
2

=
5
6

 

8.	 lim
𝑥𝑥→0

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠22𝑥𝑥
3𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥→0

2 sin 2𝑥𝑥. sin 2𝑥𝑥
3. 𝑥𝑥. 𝑥𝑥

 

=
2
3

lim
𝑥𝑥→0

sin 2𝑥𝑥
𝑥𝑥

=
2
3

.
2
1

.
2
1

=
8
3

 

Metode Pemfaktoran 
Untuk metode pemfaktoran konsepnya sama persis dengan 
metode pemfaktoran dalam limit fungsi aljabar. Metode 
pemfaktoran dilakukan ketika menemukan jawaban dengan 
bentuk tak tentu atau 0/0 , artinya di sini harus melakukan 
pemfaktoran. Trik metode pemfaktoran adalah harus 
membuang si pembuat nol dalam fungsi tersebut. Sebagai 
contoh, perhatikan soal di bawah ini. Tentukan nilai limit berikut:
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Contoh 1 :

lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑥𝑥
𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)

 

= lim
𝑥𝑥→0

tan 𝑥𝑥
𝑥𝑥

. lim
𝑥𝑥→0

1
(𝑥𝑥 + 2)

=
1
1

−
1

0 + 2
= 1.

1
2

=
1
2

 

Contoh 2:

lim
𝑥𝑥→1

sin(𝑥𝑥 − 1) (2𝑥𝑥 + 3)
𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 − 5

= lim
𝑥𝑥→1

sin(𝑥𝑥 − 1) (2𝑥𝑥 + 3)
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 5)  

= �lim
𝑥𝑥→1

sin(𝑥𝑥 − 1)
(𝑥𝑥 − 1) � �lim

𝑥𝑥→1

(2𝑥𝑥 + 3)
(𝑥𝑥 + 5) � 

= 1.
2(1) + 3
(1 + 5)

=
5
6

 

Menyederhanakan Fungsi Trigonometrinya 
Untuk dapat mengerjakan soal limit fungsi trigonometri 
seperti ini, mengharuskan untuk buka kembali rumus-rumus 
trigonometrinya. Tentukan nilai limit fungsi berikut ini:

lim
𝑥𝑥→0

1 − cos 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

= 

Jika mensubstitusi x dengan 0 maka akan didapat bentuk tak 
tentu atau 0 / 0 . Dalam hal ini harus merubah cos x menjadi 
fungsi lain.

lim
𝑥𝑥→0

1 − cos 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

1 − (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 1
2 𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1

2 𝑥𝑥)
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 1
2 𝑥𝑥� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1

2 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1
2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1

2 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1
2 𝑥𝑥

2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥
 

= lim
𝑥𝑥→0

2 sin 1
2 𝑥𝑥 . 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 1

2 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

2 sin 1
2 𝑥𝑥

2𝑥𝑥
. lim

𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 1
2 𝑥𝑥

sin 𝑥𝑥
=

2. 1
2

2
.

1
2
1

=
1
4
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lim
𝑥𝑥→0

1 − cos 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

1 − (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 1
2 𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1

2 𝑥𝑥)
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 1
2 𝑥𝑥� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1

2 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1
2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1

2 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 1
2 𝑥𝑥

2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥
 

= lim
𝑥𝑥→0

2 sin 1
2 𝑥𝑥 . 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 1

2 𝑥𝑥
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

2 sin 1
2 𝑥𝑥

2𝑥𝑥
. lim

𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 1
2 𝑥𝑥

sin 𝑥𝑥
=

2. 1
2

2
.

1
2
1

=
1
4

 

Latihan :
Kerjakan soal untuk mengukur kemampuan pemahaman 
konsep terhadap materi limit fungsi trigonometri berikut ini:

1. lim
𝑥𝑥→300

sin 3𝑥𝑥+cos 2𝑥𝑥
1−tan 2𝑥𝑥

= ⋯ 

2. lim
𝑥𝑥→0

sin 2𝑥𝑥
sin 6𝑥𝑥

= ⋯ 

3. lim
𝑥𝑥→0

sin 2𝑥𝑥 sin 3𝑥𝑥
sin 2𝑥𝑥 tan 3𝑥𝑥

= ⋯ 

4. lim
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑎𝑎
𝑏𝑏 𝑥𝑥

tan 𝑐𝑐𝑐𝑐
= ⋯ 

5. lim
𝑥𝑥→2

sin ⁡(𝑥𝑥−2)
𝑥𝑥 2 = ⋯ 
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BAB VIII
TURUNAN DAN APLIKASINYA

La Ode Asmin, S.Si., M.Sc.
IAIN Kediri

A.	 Definisi Turunan
Turunan suatu fungsi f(x) dituliskan f '(x) didefinisikan 

sebagai

𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) = lim
Δ𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
Δ𝑥𝑥

 

pada sebarang nilai x yang membuat nilai limit tersebut ada. 
Suatu fungsi yang memiliki turunan disebut terdiferensiasi. 
Fungsi dapat diturunkan jika fungsi tersebut kontinu.
Teorema: Jika f mempunyai turunan di x, maka f kontinu di x.
Contoh 1
Carilah turunan dari fungsi f(x)=2x+4
Jawab
Dari definisi turunan

𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) = lim
Δ𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
ℎ

 

= lim
Δ𝑥𝑥→0

2(𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥) + 4 − 2𝑥𝑥 − 4
Δ𝑥𝑥

 

= lim
Δ𝑥𝑥→0

2𝑥𝑥 + 2ℎ + 4 − 2𝑥𝑥 − 4
Δ𝑥𝑥

= lim
Δ𝑥𝑥→0

2Δ𝑥𝑥
Δ𝑥𝑥

= 2 

Jadi f '(x)=2.
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B.	 Notasi Turunan
Ada beberapa notasi yang digunakan untuk menuliskan 

turunan suatu fungsi, yaitu
1.	 Notasi f '(x) yaitu turunan dari fungsi f(x)

2.	 Notasi 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)  yaitu laju perubahan y terhadap x, 
yang dikenal sebagai notasi Leibniz.

C.	 Aturan – Aturan Turunan
1.	 Untuk sembarang bilangan ril n, jika y=xn, maka

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1 

2.	 Turunan dari suatu fungsi konstan adalah nol, sehingga 
jika k adalah bilangan ril, maka

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑘𝑘 = 0 

3.	 Jika f(x) adalah fungsi pertama dan g(x) adalah fungsi 
kedua, turunan f(x) + g(x) dan f(x) - g(x) adalah

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)] =
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑓𝑓(𝑥𝑥) +

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

= 𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) + 𝑔𝑔′ (𝑥𝑥) 

dan
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)] =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑓𝑓(𝑥𝑥) −
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) − 𝑔𝑔′ (𝑥𝑥) 

4.	 Jika f(x) adalah fungsi pertama dan g(x) adalah fungsi 
kedua, maka turunan dari perkalian suatu fungsi adalah 
fungsi pertama dikalikan dengan turunan fungsi kedua 
dan ditambahkan fungsi kedua dikalikan dengan 
turunan fungsi pertama.
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𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑥𝑥)] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) �
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑔𝑔(𝑥𝑥)� + 𝑔𝑔(𝑥𝑥) �

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔′ (𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) 

5.	 Jika f(x) adalah fungsi pertama dan g(x) adalah fungsi 
kedua, maka turunan dari suatu hasil bagi adalah fungsi 
kedua dikalikan dengan turunan dari fungsi pertama 
dikurangi fungsi pertama dikalikan dengan turunan 
dari fungsi kedua, kemudian dibagi dengan kuadrat dari 
fungsi kedua.

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥)� =

𝑔𝑔(𝑥𝑥) 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑔𝑔(𝑥𝑥)
[𝑔𝑔(𝑥𝑥)]2  

=
𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔′ (𝑥𝑥)

�𝑔𝑔(𝑥𝑥)�2  

6.	 Jika f(x) adalah fungsi yang terdiferensiasi dan k adalah 
konstanta, maka

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥)] = 𝑐𝑐
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑐𝑐𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) 

7.	 Jika f(x) adalah fungsi terdiferensilkan di x, maka untuk 
sembarang bilangan ril n,

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑓𝑓(𝑥𝑥)]𝑛𝑛 = 𝑛𝑛[𝑓𝑓(𝑥𝑥)]𝑛𝑛−1 ∙
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

8.	 Turunan dari fungsi komposisi f∘g adalah
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
[(𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥)] =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 �𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑥𝑥)�� = 𝑓𝑓′ �𝑔𝑔(𝑥𝑥)� ∙ 𝑔𝑔′ (𝑥𝑥) 
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Jika y=f(u) dan u=g(x) adalah dua buah fungsi yang 
dapat diturunkan, maka 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 . Aturan ini dikenal 
sebagai aturan rantai.

9.	 Turunan kedua suatu fungsi adalah turunan dari turunan 
pertama fungsi tersebut, yaitu

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 �𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)� = [𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)]′ = 𝑓𝑓′′ (𝑥𝑥) 

Contoh 2
Carilah turunan dari 5x9

Jawab
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(5𝑥𝑥9) = 5

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥9) = 5 ∙ 9𝑥𝑥9−1 = 45𝑥𝑥8 

Contoh 3

Carilah
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

dari: (i)𝑦𝑦 = 𝑥𝑥5; (ii) 𝑦𝑦 =
1

𝑥𝑥2 

Jawab

a. 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥5 = 5𝑥𝑥5−1 = 5𝑥𝑥4 

b. 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

� 1
𝑥𝑥 2� = 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑥𝑥−2) = (−2)𝑥𝑥−2−1 = −2𝑥𝑥−3 = − 2

𝑥𝑥 3 

Contoh 4
Carilah turunan dari f(x)=2x4+7x2

Jawab
Dengan menggunakan sifat penjumlahan turunan, maka



97 ♧ Teori Matematika Dasar

𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) =
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(2𝑥𝑥4 + 7𝑥𝑥2) =
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(2𝑥𝑥4) +

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(7𝑥𝑥2) 

= 2
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑥𝑥4) + 7

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥2) 

= 2 ∙ 4𝑥𝑥4−1 + 7 ∙ 2𝑥𝑥2−1 = 8𝑥𝑥3 + 14𝑥𝑥 

Contoh 5
Carilah turunan: f(x)=(x+4)(x2) dan f(x)=(x2-2)3; 
Jawab
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
[(𝑥𝑥 + 4)(𝑥𝑥2)] = (𝑥𝑥 + 4) ∙

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥2 ∙
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑥𝑥 + 4) 

= (𝑥𝑥 + 4) ∙ 2𝑥𝑥2−1 + 𝑥𝑥2 ∙ �
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥 +

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

4� 

= (𝑥𝑥 + 4) ∙ 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 ∙ 1 = 2𝑥𝑥2 + 8𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 
= 3𝑥𝑥2 + 8𝑥𝑥 
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
[(𝑥𝑥2 − 2)]3 = 3(𝑥𝑥2 − 2)3−1 ∙

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥2 − 2) 

= 3(𝑥𝑥2 − 2)2 ∙ 2𝑥𝑥2−1 
= 3(𝑥𝑥2 − 2)2 ∙ 2𝑥𝑥 
= 6𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 2)2 
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D.	 Turunan Fungsi Trigonometri, Eksponensial, dan 
Logaritma
Turunan fungsi trigonometri,

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

sin 𝑥𝑥 = cos 𝑥𝑥 ;
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
cos 𝑥𝑥 = − sin 𝑥𝑥 ; 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

tan 𝑥𝑥 = sec2 𝑥𝑥 ;
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
cot 𝑥𝑥 = − csc2 𝑥𝑥 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

sec 𝑥𝑥 = sec 𝑥𝑥 tan 𝑥𝑥 ;
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
csc 𝑥𝑥 = − csc 𝑥𝑥 cot 𝑥𝑥 

Beberapa bentuk turunan fungsi eksponensial dan 
logaritma adalah 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥  , 
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
ln 𝑥𝑥 =

1
𝑥𝑥

 ; 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝑛𝑛𝑥𝑥 ln 𝑛𝑛  
dan 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
log𝑛𝑛 𝑥𝑥 =

1
𝑥𝑥 ln 𝑛𝑛

. 

Contoh 6
Carilah turunan dari: (i) f(x)=sin(cos x2); (ii) f(x)=cos(log x); 
dan (iii) f(x)=sin(2x2-4)
Jawab
1.	 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
[sin(cos 𝑥𝑥2)] = cos(cos 𝑥𝑥2)

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(cos 𝑥𝑥2) 

= cos(cos 𝑥𝑥2) (− sin 𝑥𝑥2)
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥2 

= cos(cos 𝑥𝑥2) (− sin 𝑥𝑥2)(2𝑥𝑥) 

= −2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥2 cos(cos 𝑥𝑥2) 

2.	
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
cos(log 𝑥𝑥) = − sin(log 𝑥𝑥) ∙

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

log 𝑥𝑥 = −
sin (log 𝑥𝑥)

𝑥𝑥
 

3.	 Misal u=2x2-4, maka f(x)=sin u. Turunan f(x) adalah
f '(x)=y'=cos u.u'=cos (2x2-4).4x= 4xcos (2x2-4)
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Contoh 7
Carilah turunan kedua dari fungsi: (i) f(x)=2x4-x3+4x2-1; (ii) 
f(x)=x sin x
Jawab
1.	 Turunan pertama dari fungsi f adalah

f '(x)=4.2x4-1-3x3-1+2.4x2-1=8x3-3x2+8x
Sehingga, turunan keduanya adalah turunan dari 
turunan pertama: f ''(x)=24x2-6x+8

2.	 f'(x)=sin x+x cos x
f''(x)= cos x+(cos x-x sin x)

=2 cos x-x sin x

E.	 Turunan Invers
Jika f(x) adalah fungsi yang dapat dibalik, maka turunan 

dari fungsi f-1(x) di x=a diberikan oleh

�𝑓𝑓−1(𝑎𝑎)�′ =
1

𝑓𝑓′ �𝑓𝑓−1(𝑎𝑎)�
 

Contoh 8
Carilah turunan invers dari fungsi f(x)=2x2+x di x=2.
Jawab

Karena nilai x yang memberikan nilai f(2)=2 adalah x=1, 
maka �𝑓𝑓−1(2)�′ =

1
𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) =

1
4𝑥𝑥

 . Substitusi nilai x, diperoleh 

�𝑓𝑓−1(2)�′ =
1
4

. 

F.	 Turunan Implisit
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Persamaan F(x,y)=0, dapat diturunkan dengan turunan 
implisit dengan cara: (i) Anggap y sebagai fungsi dari x; (ii) 
turunkan persamaan terhadap x; dan (iii) tuliskan hasilnya 
dalam bentuk 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
. 

Contoh 9
Jika y adalah fungsi dari x, carilah 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

.  dari fungsi y=x2y+ 
xy-y2=0
Jawab

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥2𝑦𝑦) +
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑥𝑥𝑥𝑥) −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑦𝑦2) = 0 

�𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 2𝑥𝑥𝑥𝑥� + �𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦� − �2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

� = 0 

(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0 

(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦)
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −(2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
(2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)

(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦) 

G.	 Titik Kritis
Titik x=c dikatakan sebagai titik kritis dari fungsi f(x) 

jika f(c) ada dan jika f '(c)=0 atau f '(c) tidak ada.
Contoh 10
Carilah titik kritis dari fungsi f(x) =2x5-10x4+10x3-3
Jawab
Turunan pertama f '(x)=10x4-40x3+30x3 atau f '(c)=c4-
4c3+3c=0. Lakukan pemfaktoran diperoleh c2(c-1)(c-3)=0. 
Sehingga titik kritisnya adalah c1=0;c2=1 ; dan c3=3.
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H.	 Fungsi Naik dan Fungsi Turun
Misal f adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada 

suatu interval, maka fungsi f adalah fungsi naik pada interval 
jika f(x1)< f(x2) ketika x1< x2 dalam interval, dan dikatakan 
fungsi turun pada interval jika f(x1)> f(x2) ketika x1< x2 dalam 
interval. Salah satu bentuk penerapan turunan suatu fungsi 
adalah menentukan apakah suatu fungsi disebut sebagai 
fungsi naik, turun atau konstan pada suatu interval.

Teorema: Jika f adalah fungsi yang terdefinisi dan 
memiliki turunan pada suatu interval, maka
1.	 Fungsi f(x) dikatakan naik jika turunan f '(x)>0
2.	 Fungsi f(x) dikatakan turun jika turunan f '(x)<0
3.	 Fungsi f(x) dikatakan konstan jika turunan f '(x)=0

 

𝑓𝑓′ (𝑥𝑥) < 0, 
 𝑓𝑓 turun 

Gambar 1. Ilustrasi Fungsi naik dan Fungsi turun

Contoh 11
Carilah interval dimana fungsi f(x)=2x4-16x2, naik atau turun.
Jawab
Mencari nilai kritis dari fungsi f(x): f '(x)=8x3-32x= 8x(x2-
4)=4x(x+2) (x-2=0). 
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Jadi terdapat tiga bilangan kritis yaitu 0; -1; dan 1. 
Berdasarkan bilangan kritis, maka interval-intervalnya 
adalah(-∞,-2);(2,∞); (-2,0); (0,2) Pada (-∞,-2), f '(-3)=-
120<0. Pada (2,∞), f '(3)=120<0. Pada (-2,0), f '(-1)=24>0 
dan pada (0,2), f'(1)=-24<0. Jadi, fungsi f'(x) naik pada (2,∞) 
dan (-2,0); turun pada (0,2) dan (-∞,-2).

I.	 Maksimum Lokal dan Minimum Lokal
Titik maksimum lokal dan minimum lokal dapat 

didefinisikan sebagai berikut:
1.	 Titik c adalah titik maksimum lokal dari fungsi f jika 

terdapat interval (a,b) dengan c ∊ (a,b) sehingga f(c)≥f(x), 
untuk semua c ∊ (a,b)

2.	 Titik adalah titik minimum lokal dari fungsi jika terdapat 
interval dengan sehingga , untuk semua 
Lokal Maksima dan minima sering disebut sebagai titik 

balik. Diagram berikut menunjukkan grafik y=f(x), dengan f 
adalah sebuah fungsi yang diferensiabel. 

 
a b x

y

0

Gambar 2. Ilustrasi Letak Lokal Maksimum dan Minimum

Berdasarkan diagram nampak bahwa garis singgung 
grafik pada titik-titik yang merupakan maxima lokal atau 
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minima lokal adalah horizontal. Titik a adalah maksimum 
lokal, dan titik b adalah minimum lokal.

Misalkan f adalah fungsi yang diferensiabel, maka titik 
stasioner pada f adalah sebuah bilangan x yang sedemikian 
rupa sehingga f '(x)=0.

Teorema: Jika fungsi f memiliki nilai ekstrim relatif f(c) 
pada suatu interval, maka c adalah nilai kritis, sehingga 
f '(c)=0 atau f '(c) tidak ada.

J.	 Uji Turunan Pertama untuk Lokal Maksimum dan 
Lokal Minimum
Turunan pada sebuah fungsi dapat digunakan untuk 

menentukan kapan titik lokal maksimum atau lokal minimum 
terjadi. 

Teorema: Misal f merupakan fungsi yang dapat 
diturunkan, dan c adalah titik stasioner, maka f '(c)=0.
1.	 Jika f '(c)=0 dengan f '(x)>0. tepat disebelah kiri dari c 

dan f '(x)<0 tepat disebelah kanan dari c, maka c adalah 
titik lokal maksimum.

2.	 Jika f '(c)=0 dengan f '(x)<0 tepat disebelah kiri dari c 
dan f '(x)>0 tepat disebelah kanan dari c, maka c adalah 
titik lokal minimum.

Contoh 12
Carilah titik lokal maksimum dan minimum dari fungsi 
f(x)=x3-3x+5.
Jawab
Turunan pertama f '(x)=3x2-3. Pada f '(x)=0, diperoleh nilai 
titik kritis yaitu x=1 dan x=-1. Karena f(1)=3, dan f(-1)=7, 
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maka diperoleh bahwa x=1 adalah lokal minimum, dan x=-1 
adalah lokal maksimum.
Terdapat dua jenis titik stasioner lainnya, yaitu
1.	 Jika f '(c)=0 dengan f '(x)>0 pada kedua sisi c, maka c 

adalah titik stasioner infleksi
2.	 Jika f '(c)=0 dengan f '(x)<0 pada kedua sisi c, maka c 

adalah titik stasioner infleksi.
Contoh 13
Carilah titik-titik stasioner dari f(x)=3x4+16x3+24x2+3.
Jawab
Turunan dari f adalah
f '(x)	 = (4)3x4-1+(3)16x3-1+(2)24x2-1

	 = 12x3+48x2+48x
Dari sini diperoleh bahwa f '(x)=0, memberikan x=0 atau 
x=-2.
•	 Jika x<-2, maka f '(x)<0.
•	 Jika -2<x<0, maka f '(x)<0.
•	 Jika x>0, maka f '(x)>0.
Ketiga pernyataan ini dapat dibuat dalam bentuk diagram 
sebagai berikut:

Nilai -2 0
Tanda - 0 - 0 +
Kemiringan grafik 

Titik-titik stasioner di x=0 dan x=-2 yaitu lokal minimum di 
x=0 dan titik stasioner infleksi di x=-2.
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x

y

)3,0(

324163 234 +++= xxxy
)19,2(−

K.	 Penggunaan Turunan Kedua
Turunan kedua pada suatu fungsi f dituliskan f''. Dengan 

menggunakan notasi Leibniz, turunan kedua dituliskan 
sebagai 𝑑𝑑2𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑥𝑥2 , yaitu y adalah fungsi dari x.
1.	 Kecekungan

Misal f adalah fungsi yang turunannya ada di setiap titik 
dalam selang terbuka I. Maka f cekung ke atas pada I jika 
f ' meningkat terhadap I dan f cekung ke bawah pada I 
jika f ' menurun terhadap I.
Teorema: Uji kecekungan
a.	 Jika f ''(x)>0 pada selang I, maka grafik f cekung ke 

atas. f ' meningkat, jadi f naik pada I
b.	 Jika f ''(x)<0 pada selang I, maka grafik f cekung ke 

bawah. f ' menurun, jadi f turun pada I

 
Gambar 3. Ilustrasi Kecekungan
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2.	 Lokal maksimum dan minimum
Teorema: Misal f dapat diturunkan untuk setiap x pada 
interval (a,b) dan ada nilai kritis c dalam (a,b) untuk itu 
f '(c)=0, maka
a.	 f(c) adalah lokal maksimum jika f ''(c) < 0
b.	 f(c) adalah lokal minimum jika f ''(c) > 0
Contoh 14
Carilah lokal maksimum fungsi f(x)=2x3+6x2-18x
Jawab
Mencari titik kritis, f'(x)=6x2+12x-18 dan f''(x)=12x+12. 
Pada f '(x)=0, diperoleh x=-3 dan x=1. Substitusi nilai 
kritis pada f(x) diperoleh f(-3)=14 dan f(1)=-18. Sehingga 
diperoleh (-3,14) dan (1,-18). Untuk menguji apakah 
ini lokal maksimum, substitusi nilai x pada f ''(x) dan 
diperoleh f ''(-3)=-12<0, yang berarti lokal maksimum 
dan f ''(1)=12>0, yang berarti lokal minimum. Jadi, f(-
3)=14 adalah lokal maksimum dan f(1)=-18 adalah lokal 
minimum.

3.	 Titik Belok, adalah titik di mana arah kecekungan 
berubah. Teorema: Jika suatu fungsi f memiliki titik 
belok, maka fungsi itu harus terjadi di titik x0, dengan 
f(x0)=0 atau f ''(x0) tidak ada.



107 ♧ Teori Matematika Dasar

 
Gambar 4. Ilustrasi titik belok

Contoh 15
Carilah titik belok dari fungsi f(x)=x4-6x3.
Jawab
Untuk mencari titik infleksi pada fungsi f(x) adalah dengan 
melakukan pemfaktoran dari turunan kedua f(x), yaitu 
f ''(x)=12x2-36x=0. Dari sini diperoleh x=0→f(0)=0 dan 
x=3→f(3)=-18. Jadi titik belok nya adalah (0,0) dan (3,-81).

L.	 Nilai Maksimum dan Minimum Absolut
Jika f adalah suatu fungsi dengan domain D, maka f(c) 

adalah maksimum absolut jika f(c)≥f(x) dan minimum 
absolut jika f(c)≤f(x), untuk semua x dalam domain tersebut. 
Untuk menentukan nilai maksimum dan minimum absolut, 
dapat digunakan teorema nilai ekstrim.

Teorema: Suatu fungsi kontinu f yang didefinisikan 
pada interval tertutup [a,b] harus memiliki nilai maksimum 
absolut dan minimum absolut pada [a,b]:
1.	 Mencari turunan pertama fungsi f, [f '(x)]
2.	 Mencari nilai kritis dalam [a,b]
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3.	 Substitusi setiap nilai kritis pada fungsi f
4.	 Nilai terbesar yang diperoleh adalah maksimum absolut, 

dan nilai terkecil adalah minimum absolut.
Contoh 16
Carilah nilai maksimum dan minimum absolut fungsi f(x)=x4-
2x3 pada interval [-2,0]
Jawab
Mencari f '(x): f '(x)=4x3-6x2. Seting f '(x)=0, diperoleh 4x3-
6x2=2x3-3x2=x2(2x-3)=0. Maka x=0 dan 𝑥𝑥 =

3
2

 . Nilai kritisnya 
adalah 0 dan �𝑥𝑥 =

3
2

�  bukan nilai kritis karena tidak berada 
dalam interval [-2,0], dan nilai ujungnya adalah -2 dan 
0. Substitusi setiap nilai ini ke f(x), diperoleh f(-2)=32 
(maksimum); f(0)=0 (minimum); f(2)=0 (minimum). Jadi, 
maksimum absolut adalah 32 di x=-2, dan minimum absolut 
adalah 0, di x=-2 dan x=0.
Contoh 17
Carilah nilai maksimum dan minimum absolute dari fungsi 
f(x)=2x3+8x2+8 pada interval [-2,0].
Jawab

(i) Mencari f '(x)=6x2+16x; (ii) Mencari nilai kritis, 
f '(x)=x(6x+16)=0→x=0 dan 𝑥𝑥 =

8
3

 ; (iii) mencari nilai f 
pada setiap nilai x. Pada f(-4)=8; f(1)=18; f(0)=8; dan 

𝑓𝑓 �−
8
3

� = 26,96 . Jadi, titik maksimum absolut fungsi f(x) 
adalah �−

8
3

, 26,96� , dan minimum absolut adalah (-4,8) 
dan (0,8).
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M.	 Persoalan Maksimal dan Minimal
Langkah – langkah menyelesaikan persoalan maksimum 

dan minimum adalah sebagai berikut:
1.	 Gambarkan diagram untuk mengilustrasikan masalah. 

Beri label diagram dan tentukan variabel dan konstanta.
2.	 Tulis besaran untuk kuantitas yang akan dimaksimalkan 

atau diminimalkan. Hilangkan beberapa variabel. Bentuk 
persamaan untuk kuantitas ini dalam hal variabel 
independen tunggal.

3.	 Jika y=f(x) adalah besaran yang akan dimaskimalkan 
atau diminimalkan, carilah nilai x untuk f '(x)=0

4.	 Uji setiap titik untuk f '(x)=0 untuk menentukan apakah 
itu lokal maksimum, lokal minimum, atau lainnya.

5.	 Jika fungsi y=f(x) terdefinisi pada interval, seperti [a,b] 
atau [0,∞], periksa nilai fungsi di titik terakhir.

Contoh 18
Tentukan luas persegi panjang dengan keliling 1000 m agar 
luas persegi panjang tersebut maksimal.
Penyelesaian
Misal panjang persegi panjang adalah x m, lebar y m, dan 
luas A m2, seperti pada gambar 5.

yx

Sumber gambar: https://www.99.co/blog/indonesia/tata-guna-lahan/
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Keliling persegi panjang adalah 1000 m, maka
1000-2x+2y

Dari sini diperoleh y=500-x. Karena A=xy, maka
A(x)=x(500-x)=500-x2

Nilai x harus memenuhi 0≤x≤500. Karena A(x) terdiferensial, 
maka nilai maksimum harus terjadi di titik akhir atau titik 
stasioner.

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(500𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) = 500 − 2𝑥𝑥 

Nilai maksimum terjadi pada 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0 . Sehingga
0=500-2x

x=250
Kemungkinan nilai A akan maksimum di x=0, x=250, dan 
x=500. Untuk x=0, maka A(x)=0 dan x=500, maka A(500)=0. 
Sementara untuk x, diperoleh x=250. Jadi, nilai maskimum A 
terjadi pada x=250. Persegi panjang tersebut adalah persegi 
dengan panjang sisi 250 m dan luas maksimum adalah 
62.500 m2.
Contoh 19
Sebuah tangki air berbentuk silinder diletakan di atas 
permukaan tanah dengan jari-jari alas 30 cm. Hitunglah laju 
turun permukaan air jika dikuras pada 35 cm3/detik.
Jawab
Laju perubahan volume air adalah 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −35 . Volume air 
yang keluar pada waktu t adalah V= πr2h=900πh. Jadi,
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𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 900𝜋𝜋
𝑑𝑑ℎ
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −35 

𝑑𝑑ℎ
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
35

900𝜋𝜋
= −

7
180𝜋𝜋

 

Jadi, permukaan air berkurang dengan laju sekitar 0,01 cm/
detik.

N.	 Latihan
1.	 Carilah turunan dari fungsi: (i) f(x)=-2x4+3x3-x2+2x; 

(ii) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 
2.	 Carilah turunan dari fungsi 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

1 + 2 log 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 3

 

3.	 Carilah turunan invers dari fungsi: (i) x3+1 ; (ii) 
f(x)=cos-1x; (ii) f(x)=sin-1x

4.	 Carilah nilai minimum dan maksimum absolute 
pada interval tertutup fungsi : (i) f(x)=10-4x2; [-3,1] 
(ii) f(x)=14x2+4; [-1,2]

5.	 Carilah titik kritis, titik lokal minimum dan lokal 
maksimum dari fungsi – fungsi: (i) f(x)=-4x2+8x+6; 
(ii) f(x)=2x2+12x+20; (iii) f(x)=x-2sinx;[0,2π]

6.	 Carilah titik belok dari fungsi: (i) f(x)=8-2x-6x4; (ii) 
f(x)=2-7x4.

7.	 Sebuah kotak terbuka dengan alas berbentuk 
persegi (misal sisi alas x) dan luas permukaan 108 
inci persegi. Jika tinggi kotak adalah t, tentukan nilai 
x dan t, agar volume kotak maksimum.
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